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Общая теория бинарных отношений: 

полный образ и ограничение 

 
 Теория бинарных отношений является традиционной частью теории 

множеств, здесь имеется обширная библиография, упомянем только работы [1-

3]. Среди современных успешных применений этой теории отметим анализ 

критических инфраструктур [4] и табличные алгебры [5] (последние выступают 

обобщением известных реляционных алгебр Кодда). 

 Эффективность применения теории в последнем случае связана с на-

личием простых и естественных представлений сигнатурных операций таб-

личных алгебр с помощью конструкций полного образа и ограничения. 

 Ниже приведем представительные результаты для указанных обще-

значимых теоретико-множественных конструкций. 

 Зафиксируем универсум D, элементы которого обозначим х, у, z,... 

Подмножества универсума обозначим X, Y, ..., бинарные отношения на D - U, 

V,...; функциональные бинарные отношения  - f , g... 



 Как обычно, полным образом множества X относительно отношения U 

назовем множество U ሾܺሿௗе= {у | ∃х (х ∈ Х&<х ,у  > ∈ U)}; композицией 

отношений U и V - отношение 

U оܸௗе = {< х,у >| ∃z(< х ,z >∈ V &< z, у >∈ U)}. Пустое отношение обозначим ε. 

Отношение U  назовем тотальным, если ߨଵ
ଶ

U = D. Под дополнением  множества X  

понимаем дополнение к универсуму   
                                                                           =D \ X .  
 
              Предложение 1 (свойства полного образа). Выполняются утверждения: 

1) ଵܷ ⊆ U2 & ଵܺ ⊆ Х2 => ଵܷሾܺሿଵ 	⊆	ܷଶ	ሾܺሿଶ	(монотонность по 

совокупности аргументов); 

2) U [ Y X୧] = Y U [ X୧] , ( Y U୧) [ X ] = Y U୧[ X ] ( д и с т р и б у т  
                       і                  і                             і                               і 

и в н о с т ь  относительно объединения); 

3) U [I ܺ] ⊆ I  U [ ܺ](верхняя оценка полного образа пересечения); 
                  i             i 

4) ଵܷ [ܷଶ[X]] = ( ଵܷܷଶ)[X] (полный образ относительно композиций 

отношений или полный образ полного образа); 

5) U[Х] = U[Х I ߨଵ
ଶU]; 

6) U[ X] = ∅⇔ X I ߨଵ
ଶU= ∅ (критерий пустоты полного образа); в частности, 

 U[∅] = ∅ (сохранение пустого отношения и пустого множества) и, в = [Х]ߝ

предположении тотальности отношения U, - U[Х] = ∅ ⇔ X= ∅; 

7) U[X]\U[Y]⊆U[X\Y]⊆U[Х]⊆ߨଶ
ଶU (нижняя и верхняя оценка полного 

образа разности, верхняя оценка полного образа); 

                                     _ 
ଶߨ (8

ଶU\U[Х]⊆	 U[ X ]⊆ ߨଶ
ଶU (нижняя и верхняя оценка полного образа 

дополнения).  
Ниже ограничение бинарного отношения по множеству понимается 

стандартно: U |ܺௗе = U ∩(Х x D). 

Предложение 2 (достаточные условия дистрибутивности полного образа 

относительно пересечения и разности). Свойства полного образа: 

1) ограничение U|Y ܺ инъективное => U[I  ܺ]= I U[ ܺ]; 
                                     i߳l                                                    iϵl             iϵl 
 

2) ݂ିଵ[I ܺ] = I ݂ିଵ[ ܺ]; 
                     i                 i 

3) ограничение U| (X YY) инъективное => U[Х \ Y] = U[Х] \ U[Y]; 

X 

 dеf
X  



4) ݂ିଵ[Х\Y] = ݂ିଵ[Х]\݂ିଵ[Y]. 

Предложение 3 (критерий дистрибутивности полного образа 

относительно пересечения). Выполняется эквивалентность 

I U [ ܺ]⊆ U[Х0] ⇔	I U[ ܺ\ ܺ]⊆ U[ܺ], где  ܺ
ௗе= 1 ܺ; 

              i߳l                                                   iϵl                                                                                   iϵl 

в частности, для случая пересечения двух множеств 

U[ ଵܺ]1 U[ܺଶ]⊆ U [ ଵܺ I ܺଶ]⇔ U [ ଵܺ\ ܺଶ] I U [ܺଶ\ ଵܺ]⊆ U [ ଵܺ I ܺଶ]. 

Предложение 4 (критерий дистрибутивности полного образа 

относительно разницы). Выполняется эквивалентность 

U[Х \ Y] ⊆ U[Х] \ U[Y] ⇔ U [Х \ У] I U[Y] = ∅. 

Полный образ естественным образом позволяет унарные (бинарные) 

операции на универсуме распространять на булеан универсума. 

Пусть f : D⥲D ,через [f]: P ( D )  → P ( D )  обозначим унарную тотальную 

операцию на булеане универсума D, которая индуцируется частичной 

функцией f и задается равенством [ f \ ሺܺሻௗе=  f [ X ] .  Аналогично [U ሺܺሻௗе = 

U [Х ] .  

Пусть F  : D  x  D⥲D  -  бинарная частичная операция на D; она также 

индуцирует бинарную тотальную операцию [ F ]: P ( D ) x  P ( D→P ( D )  на 

булеане D, которая задается равенством [ F ] ) ሺܺ, ܻሻௗе=  F [ X  х Y ] .  

Предложение 5 (критерий инъективности операции вида [f]). 

Выполняется эквивалентность: 

функция f инъективная и тотальная ⇔ операция [f] инъективная. 

Предложение 5’ (достаточное условие инъективности тотальной 

операции вида [U]). Выполняется импликация: 

отношения U  инъективное и тотальное ⇨ операция [ U ]  инъективная.  

Предложение 6 (наследование инъективности отношением [U]). 

Заполнение табл. 1 корректно. 

 

 

 

 

 



 

Габлиця1 

Логичная связь между свойствами инъективности исходного отношения U и 

индуцированой операции [U] 

№ свойства отношения U инъективность 
н/п функциональность тотальность инъективность операции [U] 

 

1 2 3 4 

1. + + + + 

2. + - -I- - 

3. + + - - 
4. + - - - 

5. - + + + 

6. - - + - 

7. - - - - 

8. - + - ± 

 

Следующее утверждение раскрывает связь между свойствами 

коммутативности и ассоциативности при распространении бинарных операций 

с элементов на множества. Основная идея доказательства заключается в том, 

что на одноэлементных множествах распространение по сути совпадает с 

начальной операцией. 

Если уточнять последнее утверждение, то речь идет о том, что  

                  ߮ 
отображение ха {х} - однозначный гомоморфизм частичной алгебры 

(группоида) ൏ D; F > в алгебру (группоид) < Р(D);[F]>, где Р ( D )  -  как и 

раньше, булеан универсума D .  

Предложение 7 (критерии коммутативности и ассоциативности операции 

[F]). Выполняются эквивалентности: 

бинарная частичная операция F коммутативна (ассоциативна) ⇔ бинарная 

тотальная операция [F] коммутативна (ассоциативна). 

В следующем преложении рассматриваются свойства ограничения. 

Параметрический оператор на множестве отношений U а  U | X обозначим 

↑ X. Как обычно, под оператором замыкания на частично упорядочном 

множестве подразумевается идемпотентный, монотонный и убывающий (или 

возрастающий) оператор. 



Предложение 8 (свойства ограничения). Свойства ограничения: 

1. ଵܷ ⊆ ܷଶ & ଵܺ ⊆ Х2 ⇨ ଵܷ| ଵܺ ⊆ ܷଶ | Х2 (монотонность ограничения; в 

частности, монотонность параметрического оператора ↑ X); 

ଵߨ .2
ଶ( U \  Х ) ଵߨ = 

ଶUI X, ߨଶ
ଶ(U\ Х) = U [Х ]  (проекция ограничения по 

первой и второй компоненте; связь между полным образом и 

ограничением); 

3. U | X ଵߨ ⇔ ߝ = 
ଶ U I X = ∅ (критерий пустоты ограничения); в частности,  

 сохранение ограничением пустого отношения и пустого) ߝ = ∅ |X = U | ߝ

множества); 

4 .  U \Х  = U | (Х  I ଵߨ
ଶU),U=U | ߨଵ

ଶ U; в частности, 

ଵߨ
ଶU⊆ X ⇔ U| X = U; 

5. (U|X) | Y = U|(X I Y), или в операторном виде ↑ Yо ↑ X = ↑(X I Y); 

(композиция ограничений); в частности,  ↑ ܺ ↑X=↑X (идемпотентность 

оператора ↑X); 

6. U | X ⊆ U( оператор ↑ X убывает относительно теоретико-

множественного включения ⊆); 

7. параметрический оператор ↑ X - оператор замыкания относительно 

теоретико- множественного включения ⊆; 

8. (Y ܷ)|Х = Y( ܷ|Х), U | Y X i = Y ( U | ܺ; )  (дистрибутивность 
  i                        i                              i              i 

ограничения относительно объединения); 

9. (I ܷ)|Х = I ( ܷ |Х), U|I ܺ = I (U| ܺ) (дистрибутивность  
 i                         i                              i               i 

ограничения относительно пересечения); 

10. f ⊆ g & X  ⊆  d o m f  ⇨ f  | X = g | X ;в частности, f ⊆ g⇨ f = g| domf, f ⊆ g 

&domf = domg ⇨	f = g; 

11. (U | X )[Y] = U[X  I Y] (полный образ относительно ограничения). 

Приведенные выше результаты демонстрируют богатстве! и 

содержательность фрагмента теории бинарных отношений, в котором 

основную роль играют конструкции полного образа и ограничения. Другие 

интересные результаты можно найти в [6-8]. 
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