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В С Т У П

Ð³âåíü ìàòåìàòè÷íî¿ êóëüòóðè çíà÷íîþ ì³ðîþ çàëåæèòü â³ä óì³ííÿ
ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷³. Çäîáóòè òàêå óì³ííÿ äîïîìàãàº çíàííÿ ïðèéîì³â ³ ìå-
òîä³â ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷, çàñâîºííÿ ÿêèõ º íàéâàæëèâ³øîþ ÷àñòèíîþ ìàòå-
ìàòè÷íî¿ ï³äãîòîâêè ñòóäåíò³â, à òàêîæ óñ³õ, õòî ö³êàâèòüñÿ ìàòåìàòèêîþ.

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ç ìàòåìàòèêè ç³ ñòóäåíòàìè ÷àñòî ïîâ’ÿçàíå ç
áàãàòüìà òðóäíîùàìè. Äîïîìîãòè ñòóäåíòàì ïîäîëàòè ö³ òðóäíîù³, íàâ÷è-
òè ¿õ çàñòîñîâóâàòè òåîðåòè÷í³ çíàííÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ç îêðåìèõ
ðîçä³ë³â ç êóðñó âèùî¿ ìàòåìàòèêè – îñíîâíå ïðèçíà÷åííÿ öüîãî ïðàê-
òèêóìó.

Â³äîìî, ùî ïðè ñàìîñò³éíîìó ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷ áàãàòî ñòóäåíò³â
ïîòðåáóþòü ïîñò³éíèõ êîíñóëüòàö³é ùîäî ñïîñîá³â ³ ìåòîä³â ¿õ ðîçâ’ÿ-
çàííÿ, îñê³ëüêè çíàéòè øëÿõ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ áåç äîïîìîãè âèêëàäà-
÷à àáî â³äïîâ³äíîãî ïîñ³áíèêà íå ï³ä ñèëó. Òàê³ êîíñóëüòàö³¿ ñòóäåíò ìîæå
çíàéòè â öüîìó ïðàêòèêóì³.

 Ìåòîþ âèâ÷åííÿ äèñöèïë³íè º ôîðìóâàííÿ ó ñòóäåíò³â òåîðåòè÷íèõ
çíàíü ³ ïðàêòè÷íèõ íàâè÷îê ç îñíîâ ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó äëÿ òâîð÷îãî
ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷, ÿê³ çóñòð³÷àþòüñÿ ó æèòò³ òà íà âèðîáíèöòâ³; íà-
â÷èòè ñòóäåíò³â âèêîíóâàòè ïðàêòè÷í³ ðîçðàõóíêè íà îñíîâ³ ôîðìóë.

Çàâäàííÿìè, ùî ìàþòü áóòè âèð³øåí³ ó ïðîöåñ³ âèâ÷åííÿ äèñöèïë³-
íè, º íàáóòòÿ ñòóäåíòàìè çíàíü ç îñíîâíèõ ðîçä³ë³â âèùî¿ ìàòåìàòèêè,
çäàòí³ñòü ðîçâèâàòè é âèêîðèñòîâóâàòè ìàòåìàòè÷í³ çä³áíîñò³ òà ôîðìó-
âàòè âì³ííÿ:

• âèêîíóâàòè ä³¿ íàä âåêòîðàìè;
• äîñë³äæóâàòè ôóíêö³¿ çà äîïîìîãîþ äèôåðåíö³àëüíîãî ÷èñëåííÿ;
• çä³éñíþâàòè ³íòåãðàëüí³ ÷èñëåííÿ;
• ðîçâ’ÿçóâàòè äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ïåðøîãî òà âèùèõ ïîðÿäê³â;
• çàñòîñîâóâàòè òåîð³þ éìîâ³ðíîñòåé äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷.
Ðåçóëüòàòîì âèâ÷åííÿ äèñöèïë³íè ïîâèííà ñòàòè ñïðîìîæí³ñòü

ñòóäåíò³â ñàìîñò³éíî îïðàöüîâóâàòè ìàòåìàòè÷íó ë³òåðàòóðó, îâîëîä³òè
ðîçâ’ÿçóâàííÿì çàäà÷ òà ïðèêëàä³â ç êóðñó âèùî¿ ìàòåìàòèêè, ðîçâèâà-
òè ëîã³÷íå ìèñëåííÿ, ïîãëèáëþâàòè çíàííÿ.

Áàæàþ óñï³õó!
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ЗАГАЛЬНІ МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ

Äàíèé ïðàêòèêóì ñòàâèòü ñâîºþ ìåòîþ äîïîìîãòè ñòóäåíòàì
âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàä³â â îðãàí³çàö³¿ ¿õ ñàìîñò³éíî¿ ðîáîòè ç âî-
ëîä³ííÿ ñèñòåìîþ çíàíü, âì³íü ³ íàâè÷îê â îáñÿç³ ä³þ÷î¿ ïðî-
ãðàìè.

Öÿ ðîáîòà ïîòðåáóº íå ò³ëüêè âåëèêî¿ íàïîëåãëèâîñò³, àëå é
âì³íü, áåç ÿêèõ çàòðàòà ñèë ³ ÷àñó íå äàñòü ïîòð³áíîãî åôåêòó.
×èòàòè, ðîçóì³òè ïðî÷èòàíå ³ çàñòîñóâàòè éîãî ïðàêòè÷íî – îñü
ó ÷îìó ñóòü âì³ííÿ ïðàöþâàòè ç íàâ÷àëüíèì ïîñ³áíèêîì. Ïàì’ÿ-
òàéòå: ïðàêòèêóì ïîòð³áíî íå ïðîñòî ÷èòàòè, à âèâ÷àòè; îñíîâîþ
çàïàì’ÿòîâóâàííÿ º ðîçóì³ííÿ, çíàííÿ çäîáóâàþòüñÿ – ðîçóì³í-
íÿ í³êîëè; ïîâòîðåííÿ – âàæëèâèé çàñ³á, ÿêèé çàïîá³ãàº çàáó-
âàííþ; íåîáõ³äíî âèðîáèòè çâè÷êó ñèñòåìàòè÷íî¿ ñàìîñò³éíî¿
ðîáîòè.

Êðàùèì ìåòîäîì çàêð³ïëåííÿ íàâ÷àëüíîãî ìàòåð³àëó º ðîçâ’ÿçîê
çàäà÷. Çâè÷àéíî, çàãàëüíèõ ðåöåïò³â äëÿ ðîçâ’ÿçêó ð³çíîìàí³òíèõ
çàäà÷ íå ³ñíóº, àëå ðåêîìåíäóþ äîòðèìóâàòèñü íàñòóïíèõ ïîðàä:

1. Âåëè÷èíè, ÿê³ äàí³ â óìîâ³ çàäà÷³, íåîáõ³äíî ïåðåâåñòè â îäíó
ñèñòåìó îäèíèöü; ïîðóøåííÿ öüîãî ïðàâèëà º ðîçïîâñþäæåíèì
äæåðåëîì ïîìèëîê ó ñòóäåíò³â.

2. Óâàæíî âèâ÷³òü ïîñòàâëåíó ìåòó â çàäà÷³; âèÿâ³òü, ÿê³ òåîðå-
òè÷í³ ïîëîæåííÿ ïîâ’ÿçàíí³ ç äàíîþ çàäà÷åþ â ö³ëîìó àáî ç äåÿêè-
ìè ¿¿ åëåìåíòàìè.

3. Íå íàëåæèòü ïðèñòóïàòè äî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³, íå îáäóìàâøè
óìîâó ³ íå çíàéøîâøè ïëàíó ðîçâ’ÿçêó.

4. Ñïðîáóéòå ñï³âñòàâèòè äàíó çàäà÷ó ç ïåâíèì òèïîì çàäà÷, ìå-
òîä ðîçâ’ÿçêó ÿêèõ âàì â³äîìèé.

5. ßêùî â³äðàçó íå âèäíî õ³ä ðîçâ’ÿçêó, òî ïîñë³äîâíî â³äïîâ³-
äàéòå íà çàïèòàííÿ: ùî äàíî; ùî ïîòð³áíî çíàéòè; ÷è äîñòàòíüî
äàíèõ, ùîá çíàéòè íåâ³äîìå ³ ò.ä.

6. Ñïðîáóéòå ðîçêëàñòè äàíó çàäà÷ó íà ñåð³þ äîïîì³æíèõ,
ïîñë³äîâí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ÿêèõ ìîæå ñêëàñòè ðîçâ’ÿçîê äàíî¿ çàäà÷³.
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7. Çíàéøîâøè ïëàí ðîçâ’ÿçêó, âèêîíàéòå éîãî, ïåðåêîíàé-
òåñü â íåîáõ³äíîñò³ ³ ïðàâèëüíîñò³ êîæíîãî êðîêó, çðîá³òü ïåðå-
â³ðêó ðîçâ’ÿçêó ³, ÿêùî ïîòð³áíî, éîãî äîñë³äæåííÿ.

8. Ïðîäóìàéòå, ÷è ìîæíà áóëî ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó ³íàêøå; â³-
äîìî, ùî îäíà ³ òà æ ñàìà çàäà÷à ìîæå ìàòè ê³ëüêà ðîçâ’ÿçê³â,
òîìó ïîòð³áíî âèä³ëèòè íàéá³ëüø ðàö³îíàëüíèé.

9. ßêùî ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó íå âäàºòüñÿ, òî çíàéä³òü â íàâ÷àëü-
í³é (àáî ïîïóëÿðí³é) ë³òåðàòóð³ âæå ðîçâ’ÿçàíó çàäà÷ó, ÿêà ñõîæà
íà äàíó, âèâ÷³òü óâàæíî öåé «ãîòîâèé» ðîçâ’ÿçîê ³ ñïðîáóéòå äîáóòè
ç íüîãî êîðèñòü äëÿ ðîçâ’ÿçêó ñâîº¿ çàäà÷³.

Êîíòðîëüíó ðîáîòó ïîòð³áíî âèêîíóâàòè ñàìîñò³éíî ³ ëèøå
ï³ñëÿ îïðàöþâàííÿ â³äïîâ³äíîãî òåîðåòè÷íîãî ìàòåð³àëó ³ ðîçâ’ÿ-
çàííÿ íåîáõ³äíîãî ì³í³ìóìó çàäà÷. Îñê³ëüêè êîæí³é òåì³ â³äïî-
â³äàº çàäà÷à àáî âïðàâà, òî êîíòðîëüíó ðîáîòó ïîòð³áíî âèêîíóâàòè
â ì³ðó âèâ÷åííÿ ìàòåð³àëó.

Ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷ ïîòð³áíî îá´ðóíòóâàòè êîæíèé êðîê ðîç-
â’ÿçêó, âèõîäÿ÷è ç òåîðåòè÷íèõ îñíîâ êóðñó. Íåïðèéíÿòíèì º
çàñòîñóâàííÿ ôîðìóë, ùî íå âõîäÿòü ó ïðîãðàìó. Ðîçâ’ÿçîê ïî-
âèíåí áóòè äîâåäåíèé äî ê³íöåâî¿ â³äïîâ³ä³.
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ВИМОГИ
ДО ВИКОНАННЯ ТА ОФОРМЛЕННЯ

КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ

1. Êîíòðîëüíà ðîáîòà âèêîíóºòüñÿ â îêðåìîìó çîøèò³ øê³ëü-
íîãî ôîðìàòó. Ïîòð³áíî íóìåðóâàòè ñòîð³íêè ³ çàëèøèòè íà íèõ
ïîëÿ íå ìåíøå 3 ñì. äëÿ çàóâàæåíü âèêëàäà÷à.

2. Íà îáêëàäèíö³ çîøèòà ïîâèíåí áóòè ïðèêëåºíèé òèòóëüíèé
ëèñò çàòâåðäæåíîãî çðàçêà àáî àêóðàòíî çàïèñàí³ âñ³ äàí³ òèòóëü-
íîãî ëèñòêà: øèôð, ñïåö³àëüí³ñòü, ïð³çâèùå, ³ì’ÿ, ïî-áàòüêîâ³
ñòóäåíòà, íàçâà íàâ÷àëüíî¿ äèñöèïë³íè ³ íîìåð ðîáîòè.

3. Ðîáîòà ïîâèííà áóòè âèêîíàíà ÷îðíèëîì îäíîãî êîëüîðó,
îõàéíî ³ ðîçá³ðëèâî.

4. Êîæíó çàäà÷ó ïîòð³áíî ïî÷èíàòè ç íîâî¿ ñòîð³íêè.
5. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷ áàæàíî ðîçì³ùàòè â ïîðÿäêó íîìåð³â, ÿê³

âêàçàí³ â çàâäàíí³, íîìåðà ïîòð³áíî âêàçóâàòè ïåðåä óìîâîþ.
6. Óìîâè çàäà÷ ïîâèíí³ áóòè îáîâ’ÿçêîâî ïåðåïèñàí³ ïîâí³ñòþ

â êîíòðîëüíèé çîøèò.
7. Ïðè îôîðìëåíí³ çàïèñ³â ó çîøèò³ íåîáõ³äíî âèêîíóâàòè çà-

ãàëüí³ âèìîãè äî êóëüòóðè ¿õ âåäåííÿ. Íàéâàæëèâ³ø³ ç öèõ âèìîã
òàê³:

a) ñòóäåíòè ïîâèíí³ ðîáèòè àáçàöè, áóäü-ÿêó íîâó äóìêó ïî-
òð³áíî ïî÷èíàòè ç íîâîãî ðÿäêà;

b) âàæëèâ³ ôîðìóëè, ð³âíîñò³, âèçíà÷åííÿ ïîòð³áíî âèä³ëÿòè
â îêðåì³ ðÿäêè, ùîá çðîáèòè ¿õ á³ëüø îãëÿäîâèìè;

c) ïðè îïèñ³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³, êîðîòêèé çàïèñ óìîâè â³äîêðåì-
ëþºòüñÿ â³ä ñàìîãî ðîçâ’ÿçêó ³ â ê³íö³ éîãî ñòàâèòüñÿ â³äïîâ³äü;

d) ñåðéîçíó óâàãó ïîòð³áíî â³ääàòè ïðàâèëüíîìó íàïèñàííþ
ñêîðî÷åíèõ îäèíèöü âåëè÷èí;

e) íåîáõ³äíî ïðàâèëüíî çàñòîñóâàòè ìàòåìàòè÷í³ ñèìâîëè.
8. Ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ ïîâèíí³ ñóïðîâîäæóâàòèñÿ êîðîòêèì, àëå äî-

ñòàòíüî îá´ðóíòîâàíèì ïîÿñíåííÿì, à òàêîæ ïîòð³áíî âèêîðèñ-
òîâóâàòè ôîðìóëè, ÿêèìè êîðèñòóºòåñü.
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9. Ðèñóíêè ïîòð³áíî âèêîíóâàòè îë³âöåì, äîòðèìóþ÷èñü ìàñø-
òàáó.

10. Â ê³íö³ ðîáîòè ïîòð³áíî âêàçàòè ë³òåðàòóðó, ÿêîþ âè êî-
ðèñòóâàëèñü, ïîñòàâèòè äàòó âèêîíàííÿ ðîáîòè ³ ï³äïèñ.

11. ßêùî â ðîáîò³ äîïóùåíí³ íåäîë³êè òà ïîìèëêè, òî ñòóäåíò
ïîâèíåí âèêîíàòè âñ³ çàçíà÷åí³ â ðåöåíç³¿ âêàç³âêè âèêëàäà÷à.

 12. Êîíòðîëüíà ðîáîòà ïîâèííà áóòè âèêîíàíà â òåðì³í (ó
â³äïîâ³äíîñò³ ç íàâ÷àëüíèì ïëàíîì-ãðàô³êîì). Â ïåð³îä ñåñ³¿ ðîáîòè
íà ïåðåâ³ðêó íå ïðèéìàþòüñÿ.

13. Âèêîíàíà íå çà ñâî¿ì âàð³àíòîì ðîáîòà íå çàðàõîâóºòüñÿ ³
ïîâåðòàºòüñÿ ñòóäåíòîâ³ áåç îö³íêè.

14. Ñòóäåíòè, ÿê³ íå ìàþòü çàë³êó ç êîíòðîëüíî¿ ðîáîòè, äî
³ñïèòó íå äîïóñêàþòüñÿ.

15. Ï³ä ÷àñ ³ñïèòó çàë³êîâ³ êîíòðîëüí³ ðîáîòè ïîäàþòüñÿ âè-
êëàäà÷ó ðàçîì ç äàíèìè ìåòîäè÷íèìè âêàç³âêàìè.

Êîíòðîëüíà ðîáîòà ìàº 100 âàð³àíò³â. Âàð³àíò ðîáîòè âèáè-
ðàºòüñÿ çà äâîìà îñòàíí³ìè öèôðàìè øèôðó (íîìåð îñîáîâî¿ ñïðà-
âè). Íàïðèêëàä, ñòóäåíòè, ÿê³ ìàþòü øèôðè 23, 117, 300, 207,
îòðèìóþòü âàð³àíòè 23, 17, 00, 07 â³äïîâ³äíî. Ñòóäåíòè, ó ÿêèõ
øèôðè â³ä 1 äî 9, ïîâèíí³ äîáàâèòè ñïåðåäó öèôðó «0» ³ îòðè-
ìàòè âàð³àíòè 01, 02, 03, 04, 05 ³ ò.ä.



9

ТАБЛИЦЯ ВАРІАНТІВ

Âàð³àíò Íîìåð çàäà÷

00 7, 38, 80, 86, 139, 162
01 14, 29, 64, 89, 149, 170
02 20, 35, 68, 93, 129, 154
03 9, 34, 79, 103, 137, 169
04 12, 33, 69, 97, 135, 165
05 10, 32, 63, 90, 128, 153
06 19, 35, 74, 99, 138, 161
07 11, 37, 62, 94, 130, 157
08 15, 47, 66, 88, 134, 171
09 2, 43, 61, 87, 123, 172
10 4, 30, 75, 101, 142, 159
11 18, 49, 71, 107, 148, 164
12 5, 28, 84, 105, 136, 167
13 21, 50, 73, 109, 132, 155
14 25, 44, 66, 95, 131, 152
15 17, 40, 72, 100, 126, 176
16 8, 42, 77, 110, 133, 156
17 23, 48, 82, 104, 141, 166
18 1, 46, 76, 91, 127, 160
19 6, 45, 70, 102, 140, 163
20 3, 36, 67, 106, 144, 151
21 22, 31, 83, 108, 143, 156
22 13, 27, 85, 122, 145, 151
23 24, 41, 78, 96, 150, 163
24 16, 26, 79, 92, 147, 170
25 4, 43, 65, 94, 138, 154
26 2, 47, 62, 112, 128, 165
27 15, 39, 81, 95, 135, 169
28 11, 54, 63, 97, 137, 167
29 19, 32, 69, 103, 126, 152

Âàð³àíò Íîìåð çàäà÷

30 10, 52, 80, 93, 146, 162
31 7, 29, 68, 111, 136, 161
32 14, 34, 78, 92, 134, 168
33 1, 45, 67, 117, 142, 155
34 6, 36, 85, 96, 127, 157
35 23, 46, 72, 114, 144, 180
36 16, 38, 77, 89, 145, 170
37 24, 30, 84, 87, 129, 166
38 21, 28, 72, 107, 130, 163
39 18, 30, 61, 115, 122, 158
50 20, 41, 75, 88, 150, 168
51 2, 28, 64, 106, 143, 173
52 3, 26, 61, 86, 126, 153
53 4, 29, 65, 90, 127, 174
54 11, 30, 66, 91, 128, 154
55 9, 32, 67, 93, 143, 165
56 7, 27, 71, 94, 150, 175
57 5, 31, 62, 87, 129, 159
58 23, 47, 83, 108, 142, 158
59 25, 35, 84, 109, 149, 162
60 1, 45, 69, 103, 137, 177
61 10, 49, 85, 107, 140, 167
62 12, 39, 76, 102, 133, 179
63 21, 50, 82, 102, 133, 168
64 6, 40, 63, 78, 122, 156
65 17, 41, 74, 105, 130, 164
66 15, 38, 73, 114, 131, 169
67 13, 42, 81, 120, 136, 151
68 24, 46, 72, 115, 138, 178
69 14, 37, 68, 106, 131, 166
70 20, 44, 79, 98, 135, 157
71 19, 40, 70, 97, 148, 167
72 22, 43, 80, 105, 146, 159
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Âàð³àíò Íîìåð çàäà÷

73 16, 56, 78, 104, 147, 161
74 18, 50, 77, 123, 145, 165
75 21, 38, 82, 101, 144, 158
76 16, 58, 75, 119, 139, 153
77 8, 39, 72, 90, 128, 152
78 1, 57, 84, 93, 131, 155
79 10, 44, 74, 97, 136, 163
80 25, 30, 83, 114, 132, 160
81 6, 48, 85, 107, 148, 151
82 17, 42, 76, 118, 126, 146
83 4, 27, 64, 99, 141, 161
84 24, 55, 63, 121, 147, 152
85 14, 37, 65, 87, 135, 169
86 23, 28, 81, 96, 146, 162
87 2, 45, 62, 124, 140, 153
88 7, 35, 80, 95, 134, 166
89 20, 43, 61, 100, 142, 154
90 11, 26, 61, 110, 150, 156
91 22, 59, 66, 88, 149, 164

Âàð³àíò Íîìåð çàäà÷

92 3, 41, 69, 102, 145, 168
93 18, 34, 70, 89, 138, 157
94 9, 32, 78, 89, 133, 170
95 15, 36, 73, 94, 130, 165
96 19, 51, 71, 125, 127, 158
97 5, 29, 77, 106, 143, 163
98 12, 33, 79, 103, 129, 159
99 13, 40, 68, 108, 137, 155
90 11, 26, 61, 110, 150, 156
91 22, 59, 66, 88, 149, 164
92 3, 41, 69, 102, 145, 168
93 18, 34, 70, 89, 138, 157
94 9, 32, 78, 89, 133, 170
95 15, 36, 73, 94, 130, 165
96 19, 51, 71, 125, 127, 158
97 5, 29, 77, 106, 143, 163
98 12, 33, 79, 103, 129, 159
99 13, 40, 68, 108, 137, 155
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П Р О Г Р А М А

Вектори і координати

Âåêòîðí³ âåëè÷èíè. Ä³¿ ç âåêòîðàìè (äîäàâàííÿ âåêòîð³â, ìíî-
æåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîð³â). Ïðÿìîêóòí³
êîîðäèíàòè â ïðîñòîð³. Ä³ëåííÿ â³äð³çêà â äàíîìó â³äíîøåíí³.

Ë³òåðàòóðà: [4], ãë. 1, §1–23; ãë. 2, §28–41; ãë. 3, §42–60; [9],
ãë. 2, §1–10; ãë. 4, §1–11; [13], ãë. 1, §1–8; ãë. 2, §1–10; ãë. 3,
§1–12.

Похідна та її застосування

Âëàñòèâîñò³ ³ ãðàô³êè îñíîâíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³é. Ïî-
íÿòòÿ ãðàíèö³ ³ íåïåðåðâíîñò³ ôóíêö³¿ â òî÷ö³. Îñíîâí³ âëàñòè-
âîñò³ ãðàíèöü.

Ãðàíèöÿ ôóíêö³¿ ïðè õ → ∝. Îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü. Íåïå-
ðåðâí³ñòü îñíîâíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³é. Ïîõ³äíà, ¿¿ ãåîìåòðè-
÷íèé ³ ô³çè÷íèé çì³ñò. Ïðàâèëà äèôåðåíö³þâàííÿ. Çðîñòàííÿ ³
ñïàäàííÿ ôóíêö³¿. Åêñòðåìóì ôóíêö³¿. Äðóãà ïîõ³äíà òà ¿¿ ô³çè÷íèé
çì³ñò. Îïóêë³ñòü, òî÷êè ïåðåãèíó ãðàô³êà ôóíêö³¿. Äîñë³äæåííÿ
ôóíêö³¿ ³ ïîáóäîâà ãðàô³ê³â. Çàäà÷³ íà íàéá³ëüøå ³ íàéìåíøå
çíà÷åííÿ. Åêîíîì³÷íèé çì³ñò ïîõ³äíî¿.

Ë³òåðàòóðà: [1], ãë. 4, §15–19; ãë. 6, §27–30; ãë. 7, §31–37;
[2], ãë. 2, §4; [9], ãë. 5, §1–17; ãë. 6, §1–5.

Інтеграл і його застосування

Íåâèçíà÷åíèé ³íòåãðàë ³ éîãî âëàñòèâîñò³. Îñíîâí³ òàáëè÷í³
³íòåãðàëè. ²íòåãðóâàííÿ ìåòîäîì çàì³íè çì³ííî¿. Âèçíà÷åíèé
³íòåãðàë ³ éîãî îñíîâí³ âëàñòèâîñò³. Îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíîãî
³íòåãðàëà.

Ãåîìåòðè÷íèé çì³ñò âèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà. Ãåîìåòðè÷íèé çì³ñò
âèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà. Îá÷èñëåííÿ ïëîù ïëîñêèõ ô³ãóð òà îá’ºì³â
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ò³ëà îáåðòàííÿ çà äîïîìîãîþ âèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà. Çàñòîñóâàííÿ
³íòåãðàëà äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷. ²íòåãðàë â åêî-
íîì³ö³.

Ë³òåðàòóðà: [2], ãë. 2 §5(1–3);  (1, 2); ãë. 3, §7–10 (1, 2);
§11 (1, 2); ãë. 4, §12;.14, (1–3); [9], ãë. 7 §1–6; ãë. 8, §1–14.

Диференціальні рівняння

Çàäà÷³, ÿê³ ïðèâîäÿòü äî äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Ïîíÿòòÿ
ïðî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ìíîæèíà éîãî
ðîçâ’ÿçê³â. Çàäà÷à Êîø³. Äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ç â³äîêðåì-
ëåíèìè çì³ííèìè. Ë³í³éí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ïåðøîãî
ïîðÿäêó.

Äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó. Çàäà÷³ Êîø³. Äè-
ôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ â íàóö³ ³ òåõí³ö³.

Ë³òåðàòóðà: [2], ãë. 7, §24–30, [9], ãë. 10 §1, 2.

Елементи теорії ймовірностей

Ïðåäìåò òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé. Ïîíÿòòÿ ïðî âèïàäêîâ³ ïîä³¿.
Âèäè âèïàäêîâèõ ïîä³é. Êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³ ïîä³é.

Îñíîâí³ ïîäàííÿ êîìá³íàòîðèêè: ðîçì³ùåííÿ, ïåðåñòàíîâêè,
ñïîëó÷åííÿ. Âëàñòèâîñò³ ñïîëó÷åíü.

Òåîðåìà äîäàâàííÿ éìîâ³ðíîñòåé. Óìîâíà éìîâ³ðí³ñòü ïîä³é.
Ôîðìóëà ïîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³ (áåç äîâåäåííÿ).

Ïîñë³äîâí³ñòü íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü. Ôîðìóëà Áàéºñà (áåç
äîâåäåííÿ) ³ ¿¿ çàñòîñóâàííÿ.

Ïîíÿòòÿ ïðî çàäà÷³ ìàòåìàòè÷íî¿ ñòàòèñòèêè.
Ë³òåðàòóðà: [2], ãë. 6, §18, (1–3) ãë. 7 §20–23; [9] ãë. 11 §1–9.
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МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ ДО ВИКОНАННЯ
КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ

Вектори і координати

Ç äàíî¿ òåìè ñïî÷àòêó âèâ÷³òü §1–23 ãë. 1 [4] àáî §1–8 ãë. 1
[13]. Òîä³ îçíàéîìòåñü ç ìåòîäè÷íèìè âêàç³âêàìè ç ö³º¿ òåìè ³
óâàæíî ðîçáåð³òü ðîçâ’ÿçîê ïðèêëàä³â ç äàíîãî ïîñ³áíèêà. Äàéòå
â³äïîâ³ä³ íà çàïèòàííÿ ³ âèêîíàéòå âïðàâè äëÿ ñàìîïåðåâ³ðêè.
Ðîçâ’ÿæ³òü íàñòóïí³ çàäà÷³: [4] ãë.  1 ¹30–34; 39–43; 56–64.

Ç êîíòðîëüíî¿ ðîáîòè âèêîíàéòå ïåðøå çàâäàííÿ ñâîãî âàð³àíòó.

Вектори в просторі

Êîîðäèíàòè âåêòîðà. Ç³ øê³ëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè â³äîìî,
ùî ïðÿìîêóòíà ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòîð³ âèçíà÷àºòüñÿ çà-
âäàííÿì ïðÿìîêóòíîãî áàçèñà (


i ;

j ; 


k ) ³ òî÷êè 0 (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1
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Âåêòîðè 

i ; 


j ; 


k íàçèâàþòü êîîðäèíàòíèìè âåêòîðàìè; 


i –

îäèíè÷íèé âåêòîð îñ³ àáñöèñ (ÎÕ); 

j – îäèíè÷íèé âåêòîð îñ³

îðäèíàò (OY); 

k – îäèíè÷íèé âåêòîð îñ³ àïë³êàò (OZ); Î – ïî-

÷àòîê êîîðäèíàò.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà: áóäü—ÿêèé âåêòîð 

а  ìîæíà ðîçêëàñòè

ºäèíèì ÷èíîì çà áàçèñíèìè âåêòîðàìè, òîáòî 
а  = X


i  + Y


j  + Z


k .

Êîåô³ö³ºíòè x; y; z öüîãî ðîçêëàäàííÿ íàçèâàþòüñÿ êîîðäèíàòà-
ìè âåêòîðà 

а  â äàí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò.
Âåêòîð 

а  ç êîîðäèíàòàìè õ; y; z çàïèñóþòü òàê: 
а  = {x; y; z}.

Êîîðäèíàòè òî÷êè À (ðèñ.1) ñï³âïàäàþòü ç â³äïîâ³äíèìè êî-
îðäèíàòàìè âåêòîðà 


ОА  àáî 

а . Òî÷êó À ç êîîðäèíàòàìè x; y; z
çàïèñóþòü òàê: À {x; y; z}.

ßêùî òî÷êà ëåæèòü íà îñ³ àáñöèñ, òî ¿¿ êîîðäèíàòè (õ; 0;
0;); ÿêùî íà îñ³ îðäèíàò, òî (0; ó; 0); ÿêùî íà îñ³ àïë³êàò, òî
(0; 0; z).

Äîâæèíà âåêòîðà äîð³âíþº êâàäðàòíîìó êîðåíþ ³ç ñóìè êâà-

äðàò³â éîãî êîîðäèíàò: à

= 2 2 2x y z 

Íàïðèêëàä, äîâæèíà âåêòîðà m


={6; 3; —2} äîð³âíþº 7,

îñê³ëüêè
 m


= 36 9 4   = 49 = 7.

ßêùî âåêòîð çàäàíî äâîìà òî÷êàìè À (õ1; ó1; z1) ³ Â(õ2; ó2; z2),
òî êîîðäèíàòè âåêòîðà äîð³âíþþòü ð³çíèö³ îäíî³ìåííèõ êîîð-
äèíàò ê³íöÿ ³ ïî÷àòêó âåêòîðà:  ÀÂ


= {õ2 —õ1; ó2—ó1; z2—z1}.

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè äîâæèíó âåêòîðà ÌÊ


, ÿêùî Ì (5; —1; —
4) ³ Ê (2; —5; 8).

Ðîçâ’ÿçîê. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî êîîðäèíàòè âåêòîðà :ÌÊ


  ÌÊ


= {2—5; —5—(—1); 8—(—4)}={—3; —4; 12}.

Òåïåð çíàõîäèìî éîãî äîâæèíó:

 ÌÊ


= 9 16 144  = 169  = 13.
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Дії над векторами, що задані своїми координатами

Íåõàé äàíî âåêòîðè à

= {õ1; ó1; z1} ³ b


={õ2; ó2; z2}. Ïðè äîäà-

âàíí³ âåêòîð³â ¿õ îäíî³ìåíí³ êîîðäèíàòè äîäàþòüñÿ, à ïðè â³ä-
í³ìàíí³ – â³äí³ìàþòüñÿ:

à

+ b


= {õ1 + õ2; ó1 + ó2; z1 + z2};

à 

— b


= {õ1 — õ2; ó1 — ó2; z1 — z2};

Ïðè ìíîæåíí³ âåêòîðà íà ÷èñëî, éîãî êîîðäèíàòè ìíîæàòü
íà öå ÷èñëî:

k
а  = {kõ1; ky1; kz1}

Ïðèêëàä 2. Äàíî âåêòîðè 
p = {—2; 1; 3} ³ 

q  = {3; —2; —4}. Îá-
÷èñë³òü êîîðäèíàòè âåêòîðà 3

p– 4
q .

Ðîçâ’ÿçîê. Çíàéäåìî êîîðäèíàòè âåêòîð³â 3
p  ³ —4

q , à òîä³ äî-
äàìî ö³ âåêòîðè:

Ç
p = {—6; 3; 9}; —4

q ={—12; 8; 16}. 3
p  + (—4

q ) = {—18; 11; 25}.

Умова колінеарності двох векторів

Âåêòîðè 
а  = {õ1; ó1; z1} ³ 


b  = {õ2; ó2; z2} êîë³íåàðí³ òîä³ ³ ò³ëü-

êè òîä³, êîëè ¿õ îäíî³ìåíí³ êîîðäèíàòè ïðîïîðö³éí³:

а b
 
    x1 = kx2; y1 = ky2; z1 = kz2.

Íàïðèêëàä, âåêòîðè 
m  = {1; —8;6} ³ 

n = {0,5; —4;3} êîë³íåàðí³,
îñê³ëüêè

 
1

0,5
 = 

8
4



 = 
6
3

 = 2,

àëå ö³ âåêòîðè ùå é ñîíàïðàâëåí³, òîìó ùî  m  = 2
n .

Скалярний добуток двох векторів

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ âåêòîð³â 
а  = {õ1; ó1; z1} ³ 


b  = {õ2; ó2; z2}

äîð³âíþº ñóì³ ïîïàðíèõ äîáóòê³â îäíî³ìåííèõ êîîðäèíàò âåêòîð³â:


а b = õ1  õ2 + ó1  ó2 + z1  z2.
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Çíàéäåìî, íàïðèêëàä, ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîð³â 
m  = {4; —2;

—4} ³ 
n ={6; —3; 2}.


 
m n  = 4  6 + (—2)  (—3) + (—4)  2 = 24 + 6 — 8 = 22

Умова перпендикулярності двох векторів

Âåêòîðè 
а = {õ1; ó1; z1} ³ 


b = {õ2; ó2; z2} ïåðïåíäèêóëÿðí³ òîä³ ³

ò³ëüêè òîä³, êîëè ¿õ ñêàëÿðíèé äîáóòîê äîð³âíþº íóëþ, òîáòî
a    


b    

a b  = 0 àáî õ1õ2 + ó1ó2 + z1z2 = 0.

Íàïðèêëàä, âåêòîðè à

 = {2; 3; —6} ³ b


= {—3; 4; 1} ïåðïåíäè-

êóëÿðí³, îñê³ëüêè

à b

 = 2(—3) + 3  4 + (—6)1 = —6 + 12 — 6 = 0.

Знаходження кута між векторами

Êóò  ì³æ âåêòîðàìè à

= {õ1; ó1; z1} ³ b


={õ2; ó2; z2} çíàõîäÿòü

çà ôîðìóëîþ

ños = 
à b

à b






 , äå à


  0 ³ b


  0,

àáî, â êîîðäèíàòàõ, ños = 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

õ õ y y z z

x y z x y z

 

    
.

Ïðèêëàä 3. Çíàéä³òü êóò ì³æ âåêòîðàìè à

 = {4; —10; 1} ³ b


 =

= {11; —8; —7}.
Ðîçâ’ÿçîê. Äëÿ çíàõîäæåííÿ êóòà ì³æ âåêòîðàìè à


 ³ b


 âè-

êîðèñòàºìî ïðèâåäåíó ôîðìóëó, àëå ñïî÷àòêó çíàéäåìî ñêàëÿð-
íèé äîáóòîê âåêòîð³â, ¿õ äîâæèíè ³ äîáóòîê äîâæèí âåêòîð³â:

à b

 = 4  11 + (—10)  (—8) + 1  (—7) = 44 + 80 — 7 = 117;

à


 = 16 100 1   = 117 ; b


 = 121 64 49   = 234 ;

à b


 = 117 234  = 117 117 2   =117 2.
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Òîä³, ños = 
117

117 2
 = 

1

2
 = 

2
2

;  = arccos
2
2

 = 
4


.

Відстань між двома точками

Ó ïðÿìîêóòí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò â³äñòàíü ì³æ äâîìà òî÷êàìè
À(õ1; ó1; z1) ³ Â(õ2; ó2; z2) îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ

 ÀÂ


 =      2 2 2
2 1 2 1 2õ õ y y z z     ₁ .

Ïðèêëàä 4. Îá÷èñëèòè â³äñòàíü ì³æ òî÷êàìè À(1; 2; 1) ³ Ñ(7;
4; —2).

Ðîçâ’ÿçîê. Çíàéäåìî êîîðäèíàòè âåêòîðà ÑÀ


 àáî ÀÑ


:

ÀÑ


 = {7—1; 4—2; —2—1} = {6;2;—3}

Òåïåð çíàéäåìî äîâæèíó: ÀC


 = 36 4 9   = 49  = 7.

Ділення відрізка в даному відношенні

ßêùî òî÷êà Ì (õ; ó; z) ä³ëèòü â³äð³çîê ì³æ òî÷êàìè À (õ1; ó1; z1)
³ Â (õ2; ó2; z2) (ðèñ. 2) ó â³äíîøåíí³ :ÀÌ ÌÂ  = , òî êîîðäèíà-

òè òî÷êè Ì çíàõîäÿòü çà ôîðìóëàìè:

õ = 1 2

1
õ õ





; y = 1 2

1
y y





; z = 1 2

1
z z





 ßêùî òî÷êà Ì ä³ëèòü â³äð³çîê ÀÂ íàâï³ë, òî  = 1 ³ êîîðäè-

íàòè òî÷êè Ì çíàõîäÿòü çà ôîðìóëàìè: õ = 1 2 
2

õ õ
; y = 1 2 

2
y y

;

z = 1 2

2
z z

.

Ðèñ.2
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Êîæíà êîîðäèíàòà ñåðåäèíè â³äð³çêà äîð³âíþº ï³âñóì³ îäíî-
³ìåííèõ êîîðäèíàò ïî÷àòêó ³ ê³íöÿ â³äð³çêà.

Ïðèêëàä 5. Äàíî âåðøèíè ÷îòèðèêóòíèêà À(1; 2; 3), Â(7; 3; 2),
Ñ(—3; 0; 6) ³ D(9, 2, 4). Äîâåä³òü ùî éîãî ä³àãîíàë³ ÀÑ ³ ÂD âçà-
ºìíî ïåðïåíäèêóëÿðí³.

Ðîçâ’ÿçîê. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî êîîðäèíàòè âåêòîð³â ÀÑ


 ³ ÂD


:

ÀÑ


 = {—3—1; 0—2; 6—3} = {—4; —2; 3};

ÂD


 = {9—7; 2—3; 4—2 }= {2; —1; 2}.

Òåïåð çíàéäåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê öèõ âåêòîð³â:

ÀÑ ÂD
 

 = —4  2 + (—2)  (—1) + 3  2= —8 + 2 + 6 = 0

Oñê³ëüêè ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîð³â ÀÑ


 ³ ÂD


 äîð³âíþº íó-
ëþ, òî ö³ âåêòîðè ïåðïåíäèêóëÿðí³; çíà÷èòü, ïåðïåíäèêóëÿðí³ ³
ä³àãîíàë³ ÷îòèðèêóòíèêà ABCD.

Ïðèêëàä 6. Íà îñ³ îðäèíàò çíàéòè òî÷êó, ùî ð³âíîâ³ääàëåíà
â³ä òî÷îê À(1; —3; 7) ³ Â(5; 7; —5).

Ðîçâ’ÿçîê. Øóêàíó òî÷êó ïîçíà÷èìî áóêâîþ Ñ; îñê³ëüêè âîíà
ëåæèòü íà îñ³ îðäèíàò, òî ¿¿ êîîðäèíàòè (0; y; 0). Çà óìîâîþ
ÀÑ ÂÑ , òîìó çíàéäåìî êîæíó ç öèõ â³äñòàíåé:

ÀÑ


 = {0 — 1; y—(—3); 0 — 7} = {—1; y + 3; —7};

ÀÑ


 = ÀÑ  =  21 3 49y    =  250 3y  ;

ÂÑ


 = {0 — 5; y  — 7; 0 — (—5)} = {—5; y —7; 5}

ÂÑ


 = ÂÑ  =  225 7 25y    =  250 7y  .

Òàê ÿê ÀÑ = ÂÑ , òî 
2

ÀÑ  =
2

ÂÑ  ³ îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ

50 +  23y   = 50 +  27y  ;

 23y   =  27y  ;

2y + 6y + 9 = 2y  — 14y + 49;

20ó = 40;    ó = 2.

Òî÷êà Ñ(0; 2; 0) ð³âíîâ³ääàëåíà â³ä òî÷îê À ³ Â.
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Ïðèêëàä 7. Äàíî âåðøèíè òðèêóòíèêà À (2; —1; 4), Â(3; 2;–
6) ³ Ñ(—5; 0;2).

Çíàéä³òü äîâæèíó éîãî ìåä³àíè, ïðîâåäåíî¿ ç âåðøèíè À.

Ðèñ. 3

Ðîçâ’ÿçîê. Íåõàé AD – ìåä³àíà (ðèñ.3), òîä³ òî÷êà D ä³ëèòü
â³äð³çîê ÂÑ íàâï³ë. Çíà÷èòü,

Dx  = 
2

B Cx x
; Dy = 

2
B Cy y

; 
2

B C
D

z z
z


 ,

òîáòî

Dx  = 
3 5

1
2


  ;   Dy = 
2 0

1
2


 ; 
6 2

2
2Dz

 
   .

Òîä³, D(—1;1;—2). Òåïåð çíàéäåìî êîîðäèíàòè âåêòîðà AD


:

 AD


= {—1—2; 1—(—1); —2—4}= {—3; 2; —6}.

Éîãî äîâæèíà äîð³âíþº

  AD


 = 9 4 36   = 49  = 7.
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 1. Що називається вектором; довжиною вектора; направлен-
ням вектора; нульовим вектором?

 2. Дайте визначення колінеарності вектора.
 3. Дайте визначення рівних векторів.
 4. Як знайти координати вектора, що заданий парою точок, які

не співпадають?
 5. Як знайти довжину вектора?
 6. Дайте визначення скалярного добутку двох векторів.
 7. Напишіть формулу для обчислення скалярного добутку двох

векторів за їх координатами.
 8. Сформулювати умову колінеарності двох векторів.
 9. Сформулювати умову перпендикулярності двох векторів.
10. Напишіть формулу для обчислення кута між двома векторами.
11. Як знайти відстань між двома точками?
12. Як знайти координати середини відрізка?
13. Дано вектори à


 = {2; —5; 5} і â


 = {2; —3; 4}. Обчислити дов-

жину вектора ñ

 = 2à


— 3 â


.

14. На осі абсцис знайти точку К, відстань якої до точки С дорів-
нює 5 одиниць, якщо С(2; —3; 0).

15. Дано три вершини паралелограма: А(3; —4; 7), В(—5; 3; —2) і
С(1; 2; —3). Знайдіть координати його четвертої вершини D, яка
протилежна вершині В.

16. Дано трикутник з вершинами: А(—3; 5; 6), В(1; —5; 7), і С(8;
—3; —1). Знайдіть внутрішній кут трикутника при вершині С.

Відповіді: №13. 3, № 14. (6; 0), №15. (9; —5; 6), № 16. 45

      ЗАПИТАННЯ І ВПРАВИ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ?
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ПОХІДНА ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ

Ç äàíî¿ òåìè âèâ÷àºìî ñïî÷àòêó §27–30 ãë. 6 [1] àáî §1–17
ãë. 5 [9]. Äàë³ îçíàéîìòåñü ç ìåòîäè÷íèìè âêàç³âêàìè ç ö³º¿ òåìè
³ óâàæíî ðîçãëÿíüòå ðîçâ’ÿçêè ïðèêëàä³â ç äàíîãî ïîñ³áíèêà.
Äàéòå â³äïîâ³ä³ íà çàïèòàííÿ ³ âèêîíàéòå âïðàâè äëÿ ñàìîïåðå-
â³ðêè. Ðîçâ’ÿæ³òü íàñòóïí³ çàäà÷³: [1] ãë.  6 §30, ¹ 6.21–6.49
(íåïàðí³) àáî [6], ãë. 5, ¹11–31; 36–39, 67, 71(1–5), 75(1; 5),
77(1; 2), 79(1–4), 81–87.

Ç êîíòðîëüíî¿ ðîáîòè âèêîíàéòå äðóãå çàâäàííÿ ñâîãî âàð³àíòó.

Похідна

Ïîíÿòòÿ ïîõ³äíî¿ ÿâëÿºòüñÿ îäíèì ³ç ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîíÿòü
ìàòåìàòèêè. Áàãàòî çàäà÷, ÿê ñàìî¿ ìàòåìàòèêè, òàê ³ ïðèðîäî-
çíàâñòâà ³ òåõí³êè, ïðèâîäÿòü äî öüîãî ïîíÿòòÿ.

 Ïîõ³äíîþ ôóíêö³¿ y = f(x) â òî÷ö³ x íàçèâàºòüñÿ ãðàíèöÿ â³ä-
íîøåííÿ ïðèðîñòó ôóíêö³¿ äî ïðèðîñòó àðãóìåíòà, ÿêùî ïðèð³ñò
àðãóìåíòà ïðÿìóº äî íóëÿ:

( ) ( ) ( )
0 0

lim lim .
x x

f x x f xy
y f x

x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆
= = =′

∆ ∆
′

Ôóíêö³ÿ, ÿêà ìàº ê³íöåâó ïîõ³äíó, íàçèâàºòüñÿ äèôåðåíö³éî-
âàíîþ. Îïåðàö³ÿ çíàõîäæåííÿ ïîõ³äíî¿ íàçèâàºòüñÿ äèôåðåíö³þ-
âàííÿì.

ßêùî ( ) ( )     y f u ³ u xϕ= =  – äèôåðåíö³éîâàí³ ôóíêö³¿ ñâî¿õ

àðãóìåíò³â, òî ïîõ³äíà ñêëàäíî¿ ôóíêö³¿ ( )( )  y f x= ϕ ³ñíóº ³ äî-

ð³âíþº äîáóòêó ïîõ³äíî¿ ôóíêö³¿ çà ïðîì³æêîâèì àðãóìåíòó u íà
ïîõ³äíó ïðîì³æêîâîãî àðãóìåíòó u çà íåçàëåæíîþ çì³ííîþ õ:

' ' '
x u xy y u= ⋅

Àíàëîã³÷íà ôîðìóëà â³ðíà ³ äëÿ ñêëàäíèõ ôóíêö³é, ÿê³ çàäà-
þòüñÿ çà äîïîìîãîþ ëàíöþæêà, ÿêèé ìàº òðè ëàíêè ³ á³ëüøå.
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 Таблиця формул диференціювання

 1. 0c′ =
 2. 1x ′ =
 3. ( )'U V U V′= ± ′±

 4. ( )' ' 'UV UV VU= ±

 5. ( )' 'CU CU=

 6. 
' '

2'
U VU UV
V V

−  = 
 

 7. 
' '

2

c CV
v V

−  = 
 

 8. ( )' 1 'n nU nU U−= ⋅

 9. ( )'
2

U
U

U
=

′

10. ( )'U Ua a lnaU= ′

11. (eU)′ = eUlneU ′ = eUU′

12. ( )'ln , äå  0
U

U U
U

=
′

>

13. ( )'log ,äå 0
lna

U
U U

U a

′
= >

14. ( )' 'sin cosU U U= ⋅

15. ( )' 'cos sinU U U= − ⋅

16. ( )' 2 '
2tg sec

cos
U

U U U
U

= = ⋅
′

17. ( )' 2 '
2ctg cosec

sin
U

U U U
U

= −
′−

= ⋅

18. ( )'
2

arcsin
1

U
U

U
=

−

′

19. ( )'
2

arccos
1

U
U

U

−
=

−

′
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20. ( )' 2arctg
1

U
U

U
=

+
′

21. ( )' 2arcctg
1

U
U

U
−

=
+

′

Òóò U ³ V – äèôåðåíö³éîâàí³ ôóíêö³¿ â³ä õ, à ñ – ïîñò³éíà âåëè-
÷èíà.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ 3 3
5 2 ;y x x

x
= − +

Ðîçâ’ÿçîê. Äàíà ôóíêö³ÿ ÿâëÿº ñîáîþ àëãåáðà¿÷íó ñóìó ôóíê-
ö³é. Äèôåðåíö³þºìî ¿¿, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè 2; 3; 5; 7; 8:

( ) ( ) ( )3 3
2

3 3
5 2 5 2y x x x x

x x

′  ′′′ ′= − + = − − = 
 

2 2
2 2

3 3
5 3 2 15 2 .x x

x x
= ⋅ − − = − −

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( )
2

2 1
x

f x
x

=
+

.

Ðîçâ’ÿçîê. Äèôåðåíö³þºìî ôóíêö³þ çà ôîðìóëàìè 6; 8:

   ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2 2 2 2 2 2

2 22 2

1 1 1 2 2

1 1

x x x x x x x x
f x

x x

′ ′+ − + + −′ = = =
+ +

( )
( ) ( )

2 2

2 22 2

2 1 2
.

1 1

x x x x

x x

+ −
= =

+ +

Ïðèêëàä 3. Çíàéä³òü ïîõ³äíó ôóíêö³¿ 3siny ϕ= ³ îá÷èñëèòè ¿¿

çíà÷åííÿ ïðè 
3

=
π

ϕ  ;

Ðîçâ’ÿçîê. Öå ñêëàäíà ôóíêö³ÿ ç ïðîì³æíèì àðãóìåíòîì sin .ϕ
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè 8 ³ 14, ìàºìî:

( ) ( )'2 23 sin sin 3sin cos .f ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ=′ =

Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ïîõ³äíî¿ ïðè ;
3

=
π

ϕ

2

2 3 1 3 1 9
3sin cos 3 3

3 3 3 2 2 4 2 8
f

π π π       = = ⋅ = ⋅ ⋅ =     ′          



Похідна та її застосування

24

Ïðèêëàä 4. Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿: 21
cos lncos .

2
y x x= −

Ðîçâ’ÿçîê. Öå ñêëàäíà ôóíêö³ÿ ç ïðîì³æíèì àðãóìåíòîì cos .x
Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëè 3; 5; 8; 12; 15, îòðèìàºìî

( ) ( )
( )21 1 cos

cos ln cos 2cos cos
2 2 cos

x
y x x x x

x

′′  ′ ′′ = − = − = 
 

( )
2sin sin cos sin

cos sin
cos cos

x x x x
x x

x x
− −

= − − = =

( )2 2
2sin 1 cos sin sin

sin .
cos cos

x x x x
tgx x

x x
−

= = =

Ïðèêëàä 5. Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ 
1 sin

ln .
1 sin

x
y

x
+

=
−

Ðîçâ’ÿçîê. Ñïî÷àòêó ïåðåòâîðèìî ôóíêö³þ, âèêîðèñòîâóþ÷è

âëàñòèâîñò³ ëîãàðèôì³â: ( ) ( )1 1
ln 1 sin ln 1 sin .

2 2
y x x= + − −  Äèôå-

ðåíö³þþ÷è, îòðèìàºìî

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 sin 1 1 sin
ln 1 sin ln 1 sin

2 2 2 1 sin 2 1 sin
x x

y x x
x x

′ ′+ −′ ′′ = + − − = − =
+ −

( ) ( )
1 cos 1 cos cos cos
2 1 sin 2 1 sin 2 1 sin 2 1 sin

x x x x
x x x x

−
− = + =

+ − + −

= 2

2cos 1
sec .

cos2cos
x

x
xx

= =

Ïðèêëàä 6. Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ 
tg 1

tg
x

y
x
−

=

Ðîçâ’ÿçîê. Äèôåðåíö³þºìî äàíó ôóíêö³þ çà ôîðìóëàìè 6; 16;
3; 1:

( ) ( )( ) ( )2 2

2 2

1 1tg tg 1tg tg 1 tg 1 tg cos cos
tg tg

− −′ ′− − −′ = = =
x xx x x x x xy

x x

( ) 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1tg tg 1 1 sin cos 1cos cos : .
tg tg cos cos cos sin sin

− +
= = = = =

x x x xx x
x x x x x x x
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Ïðèêëàä 7. Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ 
2

2

5
   

2 4 5

x

x
y =

+ +
³ îá-

÷èñëèòè ¿¿ çíà÷åííÿ ïðè õ = 0

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2

2
2

2 4 5 5 2 4 5 5

2 4 5

x x x x

x
y

′′+ + ⋅ − + + ⋅
′ = =

+ +

( )
( ) ( )

( )2
2 2 2

2 22

1 4 5
  2 4 5 5 ln 5 2 5

2 4 52 4 5

x
x x x

xx
x

 ′+′ = ⋅ + + − = ⋅ + + +

( )
( )

2
2 2 2

2 22

1 5 ln 5 2
  2 4 5 5 ln 5 2 5

2 4 52 4 5

x
x x x

xx

 ⋅
= ⋅ + + ⋅ − = 

+ + +

( )22

1

2 4 5  x
= ×

+ +

( )2 2 2 2 2 2

2

5 ln 5 4 5 ln5 2 4 5 4 5 5 ln5 5

4 5

x x x x x x

x

⋅ + ⋅ + ⋅ + − ⋅
× =

+
 ·

=
( )22

1

2 4 5 x+ +
·

( )2 2 2 2 2 2

2

5 ln5 4 4 5 5 ln5 2 4 5 5 ln5 5

4 5

x x x x x x

x

⋅ + + ⋅ + − ⋅

+

⋅
=

    
( )22

1

2 4 5 x+ +
·

2 2 2 4 4

2

5 ln5 4 4 5 8 5 ln5 5 ln5 2 ln5 5

4 5

x x x x x

x

⋅ + + ⋅ + ⋅ − ⋅

+

⋅ ⋅
=

 
( )2 2 2 2

2 2 2 2

1 5 ln 5 4 4 5 8 5 5 ln 5

8 4 4 5 5 4 5 4 5

x x x x

x x x x

⋅ + + + ⋅
⋅ =

+ + + + +

 Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ïîõ³äíî¿ ïðè õ = 0:

( )
0

0

5 ln 5 ln 5
0 .

54 5
y′ = =

+
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Геометричний зміст похідної

Ïîõ³äíà ôóíêö³¿ ( )  y f x= öå º êóòîâèé êîåô³ö³ºíò äîòè÷-

íî¿, ÿêà ïðîâåäåíà äî ãðàô³êà ôóíêö³¿ â ëþá³é éîãî òî÷ö³.
Êóòîâèé êîåô³ö³ºíò äîòè÷íî¿, ÿêà ïðîâåäåíà äî ãðàô³êà ôó-

íêö³¿ ( )y f x=  â òî÷ö³ À(à;â), äîð³âíþº çíà÷åííþ ïîõ³äíî¿ ôóí-

êö³¿ ïðè õ = à:

( ) ( ).äîòk y a f a′ ′= =

Ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿, ïðîâåäåíî¿ äî ãðàô³êà ôóíêö³¿ â ö³é òî÷-
ö³, ìàº âèãëÿä

( ) ( ),     y b k x a äå k f a− = − = ′

Ïðèêëàä 8. Ñêëàñòè ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿, ïðîâåäåíî¿ äî ãðàô³-

êà ôóíêö³¿ 
3 4

   
2 3
x

y
x
−

=
−

â òî÷ö³ ç àáñöèñîþ õ = 2.

Ðîçâ’ÿçîê. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî îðäèíàòó òî÷êè äîòèêó À(2; ó).
Òàê ÿê òî÷êà À ëåæèòü íà êðèâ³é,òî ¿¿ êîîðäèíàòè çàäîâîëüíÿ-
þòü ð³âíÿííÿ êðèâî¿, òîáòî

3 2 4 6 4 2
2;

2 2 3 4 3 1
ó

⋅ − −
= = = =

⋅ − −
 À(2; 2)

Ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿, ïðîâåäåíî¿ äî êðèâî¿ â òî÷ö³ À(2; 2) ìàº âèãëÿä

( )2 2y k x− = −

 Äëÿ çíàõîäæåííÿ êóòîâîãî êîåô³ö³ºíòà äîòè÷íî¿ çíàéäåìî
ïîõ³äíó:

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )2 2

2 3 3 4 3 4 2 3 2 3 3 3 4 2

2 3 2 3

x x x x x x
y

x x

′ ′− − − − − − − −′ = = =
− −

( ) ( )2 2

6 9 6 8 1

2 3 2 3

x x

x x

− − + −
= =

− −
.

 Êóòîâèé êîåô³ö³ºíò äîòè÷íî¿ äîð³âíþº çíà÷åííþ ïîõ³äíî¿
ôóíêö³¿ ïðè õ = 2:
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( )
( ) ( )2 2

1 1 1
2 1

12 2 3 4 3
k y

− −
= = = = = −

⋅ − −
′

 Ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ ìàº âèãëÿä:

( )2 2 , àáî   2 2,  òîáòî 4 0y x y x x y− = − − − = − + + − =

 Ïðèêëàä 9. Ñêëàñòè ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ äî ãðàô³êà ôóíêö³¿

 ( )3 22
2 3  â òî÷ö³  3;6 .

3
y x x x A= − − +

 Ðîçâ’ÿçîê. Äëÿ çíàõîäæåííÿ êóòîâîãî êîåô³ö³ºíòà äîòè÷íî¿
çíàéäåìî ïîõ³äíó äàíî¿ ôóíêö³¿:

( ) ( ) ( )3 22
2 3

3
y x x x′ ′ ′′′ = − − +

2 22
3 2 2 2 2 2.

3
y x x x x= ⋅ − − = − −′

Êóòîâèé êîåô³ö³ºíò äîòè÷íî¿ äîð³âíþº çíà÷åííþ ïîõ³äíî¿
ôóíêö³¿ ïðè õ=3:

( ) 23 2 3 2 3 2 18 6 2 10k y= = ⋅ − ⋅ − = − − =′

 Ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ ìàº âèãëÿä:

( )6 10 3 àáî  6 10 30, òîáòî 1 0 24 0y x y x x y− = − − = − − − =

Фізичний зміст похідної

 ßêùî ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïî ïðÿì³é çà çàêîíîì ( ) ,  S S t= òî

ïîõ³äíà øëÿõó S  çà ÷àñîì t äîð³âíþº øâèäêîñò³ ðóõó ò³ëà â äà-
íèé ìîìåíò ÷àñó t:

( ) '

0
limt t

S
V t S

t∆ →

∆
= =

∆

Ïîõ³äíà ôóíêö³¿ ( )y f x=  äîð³âíþº øâèäêîñò³ çì³íè ö³º¿ ôóíêö³¿

ïðè äàíîìó çíà÷åíí³ àðãóìåíòà õ: ( )
0

lim
x

y
V x y

x∆ →

∆
= =

∆
′
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Ïðèêëàä 10. Çàêîí ðóõó òî÷êè ïî ïðÿì³é çàäàíî ôîðìóëîþ
3 23 3 5.  S t t t= − + + Â ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t øâèäê³ñòü ðóõó òî÷êè

äîð³âíþº íóëþ?
Ðîçâ'ÿçîê. Øâèäê³ñòü ïðÿìîë³í³éíîãî ðóõó òî÷êè äîð³âíþº

ïîõ³äí³é øëÿõó S çà ÷àñîì t:

 ( ) ( )23 6 3;   0V t S t t V t= = − + =′

2 23 6 3 0;   2 1 0;t t t t− + = − + =

( )21 0,  çâ³äñè  1t t− = =

Ïðèêëàä 11. Çàêîí ðóõó òî÷êè ïî ïðÿì³é çàäàíî ôîðìóëîþ
3 2  5 3 4. S t t= − +  Çíàéòè øâèäê³ñòü ðóõó òî÷êè â ê³íö³ ïåðøî¿

ñåêóíäè.
Ðîçâ'ÿçîê. Øâèäê³ñòü ðóõó òî÷êè â äàíèé ìîìåíò ÷àñó äîð³â-

íþº ïîõ³äí³é øëÿõó S çà ÷àñîì t:

( ) 215 6V t S t t′= = −

( )1 15 6 9V = − =

Çíà÷èòü, øâèäê³ñòü ðóõó òî÷êè â ê³íö³ ïåðøî¿ ñåêóíäè äîð³âíþº
9 ì/ñ.

 ДРУГА ПОХІДНА

 Ïîõ³äíîþ äðóãîãî ïîðÿäêó (àáî äðóãîþ ïîõ³äíîþ) ôóíêö³¿ íà-
çèâàºòüñÿ ïîõ³äíà â³ä ïåðøî¿ ïîõ³äíî¿ ( ) :y f x′ = ′

( ) ( ) ( )( )''  àáî    .y y f x f x′′ = ′ ′′= ′

 Ïðèêëàä 12. Çíàéòè äðóãó ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( )f x tgx=

 Ðîçâ'ÿçîê.  Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïåðøó ïîõ³äíó:

( ) ( ) 2 2

1
tg

cos cos
x

f x x
x x

′= =
′

′ =
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 Äèôåðåíö³þþ÷è ùå ðàç, çíàéäåìî äðóãó ïîõ³äíó:

2

1
( )  

cos
f x

x

′ ′ = 
 

 = 
( )
( )

( )2

2 42

cos 2cos cos
  

coscos

x x x

xx

′ ′
− =−  =

=
( )

3

2 sin
 

cos

x

x

′−
− 3

2 sin
cos

x
x

= −

 Ïðèêëàä 13. Çíàéòè äðóãó ïîõ³äíó ôóíêö³¿ 
2 1 

 
1

x
y

x
+

=
−

³ îá÷è-

ñëèòè ¿¿ çíà÷åííÿ ïðè õ = 2.
 Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïåðøó ïîõ³äíó:

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2

1 1 1 1 1
1 1

x x x x x
y

x x

′′ ′ + − + − + −′ = = = 
 −  −

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2

1 2 1 2 2 1 2 1
.

1 1 1

x x x x x x x x

x x x

− − + − − − − −
= =

− − −

 Äèôåðåíö³þþ÷è ùå ðàç, çíàéäåìî äðóãó ïîõ³äíó:

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

2 22 2 2

2 22

2 1 1 2 1 2 1 1

1 1

x x x x x x x x
y

x x

′′′ − − − − − − − − −′′ = = 
−  −

=

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

4

1 2 2 2 1 2 1

1

x x x x x

x

− − − − − −
= =

−

( ) ( ) ( )
( )

2 2

4

1 2 1 2 2 1

1

x x x x

x

 − − − − − = =
−

( )
( ) ( ) ( )

2 2

3 3 3

2 2 1 2 1 2 2 4
.

1 1 1

x x x x

x x x

− + − + + ⋅
= = =

− − −

 Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ äðóãî¿ ïîõ³äíî¿ ïðè õ = 2. Ìàºìî

( )
( )3

4 4
2 4

12 1
y = = =

−
′′
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Фізичний зміст другої похідної

ßêùî ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíî çà çàêîíîì ( )S S t= , òî

äðóãà ïîõ³äíà øëÿõó S çà ÷àñîì t äîð³âíþº ïðèñêîðåííþ ðóõó
ò³ëà â äàíèé ìîìåíò ÷àñó t:

( )a t V S′= = ′′

 Òàêèì ÷èíîì, ïåðøà ïîõ³äíà õàðàêòåðèçóº øâèäê³ñòü äåÿêîãî
ïðîöåñó, à äðóãà ïîõ³äíà – ïðèñêîðåííÿ òîãî æ ïðîöåñó.

 Ïðèêëàä 14. Òî÷êà ðóõàºòüñÿ ïî ïðÿì³é çà çàêîíîì S =
3 25 8 2t t t= − + + (S – â ìåòðàõ, t – â ñåêóíäàõ). Çíàéòè ïðèñêî-

ðåííÿ ðóõó òî÷êè â ê³íö³ äðóãî¿ ñåêóíäè.
 Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîõ³äíó øëÿõó S çà ÷àñîì t:

23 10 8S t t= − +′

 Ïðèñêîðåííÿ ïðÿìîë³í³éíîãî ðóõó òî÷êè äîð³âíþº äðóã³é
ïîõ³äí³é øëÿõó S çà ÷àñîì t:

( ) 6 10a t S t= = −′′

( )2 6 2 10 2a = ⋅ − =

 Ïðèñêîðåííÿ ðóõó òî÷êè â ê³íö³ äðóãî¿ ñåêóíäè äîð³â-
íþº 2 2 /ì ñ .

Ïðèêëàä 15. Òî÷êà ðóõàºòüñÿ ïî ïðÿì³é çà çàêîíîì sin .S t t= −

Çíàéòè øâèäê³ñòü ³ ïðèñêîðåííÿ ðóõó ïðè 
2

t =
π

.

Ðîçâ'ÿçîê. Øâèäê³ñòü ðóõó ò³ëà â äàíèé ìîìåíò ÷àñó äîð³â-
íþº ïîõ³äí³é øëÿõó S çà ÷àñîì t, à ïðèñêîðåííÿ – äðóã³é ïîõ³ä-

í³é øëÿõó S çà ÷àñîì t: ( ) ( ) ( )sin 1 cos ,V t S t t t t′′= = − = −

òîä³  1 cos 1
2 2

V
π π  = − = 
 

(ì/ñ),

( ) ( ) ( )1 cos sin sin ;a t S t t t′′′= = − = − − =

çíà÷èòü    1
2

a
π  = 
 

 (ì/ñ2).
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Застосування похідної для дослідження функцій

 Äèôåðåíö³éîâàíà ôóíêö³ÿ ( ) y f x= çðîñòàº íà ïðîì³æêó (à; â),

ÿêùî ¿¿ ïîõ³äíà äîäàòíà â êîæí³é òî÷ö³ öüîãî ïðîì³æêó.
Äèôåðåíö³éîâàíà ôóíêö³ÿ ( )   y f x= ñïàäàº íà ïðîì³æêó (à; â),

ÿêùî ¿¿ ïîõ³äíà â³ä’ºìíà â êîæí³é òî÷ö³ öüîãî ïðîì³æêó. Ôóíê-
ö³ÿ ( )y f x=  ìàº ìàêñèìóì â òî÷ö³ 1 x x= (ðèñ. 4), ÿêùî äëÿ âñ³õ

çíà÷åíü õ, äîñèòü áëèçüêî äî õ1, âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü f(x) < f(x1)

1x x=  – òî÷êà ìàêñèìóìó; ( )1   maxy f x= – ìàêñèìóì ôóíêö³¿.

Ôóíêö³ÿ ( )y f x=  ìàº ì³í³ìóì â òî÷ö³ 2 x x= (ðèñ. 4), ÿêùî

äëÿ âñ³õ çíà÷åíü õ, äîñèòü áëèçüêî 2,x  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü
f(x) > f(x2); x = x2 – òî÷êà ì³í³ìóìó ôóíêö³¿; ymin = f(x2) – ì³í³-
ìóì ôóíêö³¿.

 Tî÷êè ìàêñèìóìó ³ ì³í³ìóìó íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè åêñòðå-
ìóìó, à çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ â öèõ òî÷êàõ – åêñòðåìàëüíèìè. Òî÷-
êè, â ÿêèõ ïîõ³äíà ôóíêö³¿ ïåðåòâîðþºòüñÿ â íóëü, íàçèâàþòüñÿ
êðèòè÷íèìè òî÷êàìè I ðîäó.

Ðèñ. 4
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Перша достатня умова існування екстремуму функції.

 ßêùî ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç êðèòè÷íó òî÷êó I ðîäó 0  x x= ïîõ³äíà

ôóíêö³¿ ( )   y f x=  ì³íÿº çíàê, òî 0x x=  – òî÷êà åêñòðåìóìó.

Ïðè öüîìó, ÿêùî ïîõ³äíà ì³íÿº çíàê ç ïëþñà íà ì³íóñ, òî

0x x=  – òî÷êà ìàêñèìóìó, à ( )0 .maxy f x=  ßêùî ïîõ³äíà ì³íÿº

çíàê ç ì³íóñà íà ïëþñ, òî 0x x=  – òî÷êà ì³í³ìóìó, à ( )0 .miny f x=

Друга достатня умова існування екстремуму функції

 ßêùî â òî÷ö³ 0x x=  ïåðøà ïîõ³äíà ôóíêö³¿ ( )y f x=  ïåðå-

òâîðþºòüñÿ â íóëü, à äðóãà ïîõ³äíà â³äì³ííà â³ä íóëÿ, òî 0x x=  –
òî÷êà åêñòðåìóìó.

Ïðè öüîìó, ÿêùî äðóãà ïîõ³äíà â ö³é òî÷ö³ äîäàòíà (f ′′(x0) > 0),
òî õ = õ0 – òî÷êà ì³í³ìóìó; ÿêùî äðóãà ïîõ³äíà â ö³é òî÷ö³ â³ä’ºì-
íà (f ′′(x0) < 0), òî õ = õ0 – òî÷êà ìàêñèìóìó.

 Ïðèêëàä 16. ×èñëî 36 ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ äîáóòêó äâîõ
òàêèõ äîäàòíèõ ìíîæíèê³â, ùîá ñóìà ¿õ êâàäðàò³â áóëà íàé-
ìåíøîþ.

 Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé îäèí ç ìíîæíèê³â äîð³âíþº õ, òîä³ äðóãèé

ìíîæíèê äîð³âíþº 
36

.
x

 Ñóìà êâàäðàò³â öèõ ìíîæíèê³â ìàº âèãëÿä:

2
2

1296
,   äå  0S x x

x
= + >

 Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîõ³äíó ö³º¿ ôóíêö³¿:

( )'2 4

4 4 3 3

1296 1296 2 2592 2 2592
2 2 2

x x x
S x x x

x x x x
⋅ −

= −′ − = = − =

 Òåïåð çíàéäåìî êðèòè÷í³ òî÷êè I ðîäó:
4

4 4
3

2 2592
0;   0;  2 2592 0;   1296;

x
S x x

x
−

= = − = =′

1 26; 6.x x= = −

 ßñíî, ùî 6x = −  íå çàäîâîëüíÿº óìîâè, òàê ÿê 0.x <
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Â³äì³òèìî ìåæ³ îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ ³ êðèòè÷í³ òî÷êè I ðîäó íà
÷èñëîâ³é ïðÿì³é (ðèñ. 5).

 Äîñë³äèìî çíàê ïîõ³äíî¿ â îêîë³ òî÷êè x = 6; S′(5) < 0, S′(7) > 0.
Òàê ÿê ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç êðèòè÷íó òî÷êó I ðîäó 6x =  ïîõ³äíà
ôóíêö³¿ S ì³íÿº çíàê ç ì³íóñà íà ïëþñ, òî 6x =  – òî÷êà ì³í³-
ìóìó. Çíà÷èòü, ÷èñëî 36 ïîòð³áíî ðîçêëàñòè íà äâà îäíàêîâèõ
ìíîæíèêà: 6 ³ 6.

Ïðèêëàä 17. Ó ïðÿìîêóòíîìó ëèñò³ êàðòîíó äîâæèíîþ 48 ñì
³ øèðèíîþ 30 ñì âèð³çàþòü â êóòàõ îäíàêîâ³ êâàäðàòè (ðèñ. 6) ³
ç çàëèøêîâî¿ ÷àñòèíè ñêëåþþòü â³äêðèòó ïðÿìîêóòíó êîðîáêó. ßêà
ïîâèííà áóòè ñòîðîíà êâàäðàò³â, ÿê³ âèð³çàþòü, ùîá îá’ºì êîðîáêè
áóâ íàéá³ëüøèì?

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé ñòîðîíà êâàäðàò³â, ÿê³ âèð³çàþòü äîð³âíþº õ ñì,
òîä³ äîâæèíà êîðîáêè äîð³âíþº (48 — 2õ) ñì, øèðèíà (30 — 2õ) ñì,
à âèñîòà õ ñì.

Îá’ºì êîðîáêè äîð³âíþº îá’ºìó ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåï³ïåäà,
òîáòî äîáóòêó òðüîõ éîãî âèì³ð³â:

( ) ( ) ( )248 2 30 2 1440 60 96 4V x x x x x x x= − − = − − + =

2 31440 156 4 .x x x= − +

Äîñë³äèìî ôóíêö³þ V íà åêñòðåìóì. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàé-
äåìî ïîõ³äíó:

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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212 312 1440, V x x= − +′

à òîä³ çíàéäåìî êðèòè÷í³ òî÷êè I ðîäó:
20; 1 2 312 1440 0;V x x= − + =′

2 26 120 0;x x− + =

13 169 120 13 49 13 7;x = ± − = ± = ±

1 213 7 6;  13 7 20.x x= − = = + =

x = 20 – íå çàäîâîëüíÿº óìîâè.

Â³äì³òèìî ö³ òî÷êè íà ÷èñëîâ³é ïðÿì³é (ðèñ. 7). Äîñë³äèìî çíàê
ïîõ³äíî¿ â îêîë³ òî÷êè x = 6; V′(5) > 0, V′(7) < 0. Òîáòî x = 6 –
òî÷êà ìàêñèìóìó. Çíà÷èòü, îá’ºì êîðîáêè áóäå íàéá³ëüøèé,
ÿêùî ñòîðîíà êâàäðàò³â, ÿê³ âèð³çàþòü, äîð³âíþº 6ñì.

Направлення опуклості і точки перегину кривої

 Ãîâîðÿòü, ùî íà ïðîì³æêó (à; â) êðèâà ïîâåðíóòà îïóêë³ñòþ
ââåðõ (∩), ÿêùî âîíà ëåæèòü íèæ÷å â³ä äîòè÷íî¿, ïðîâåäåíî¿ â
ëþá³é ¿¿ òî÷ö³ (ðèñ. 8).

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8
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Ãîâîðÿòü, ùî êðèâà íà ïðîì³æêó (à; â) îïóêëà âíèç (∪), ÿê-
ùî âîíà ëåæèòü âèùå â³ä äîòè÷íî¿ â ëþá³é ¿¿ òî÷ö³ (ðèñ. 8). Òî-
÷êà À, â ÿê³é çì³íþºòüñÿ íàïðàâëåííÿ îïóêëîñò³ êðèâî¿, íàçèâà-
ºòüñÿ òî÷êîþ ïåðåãèíó êðèâî¿ (ðèñ. 8).

Ãðàô³ê äèôåðåíö³þþ÷î¿ ôóíêö³¿ ( )y f x=  ÿâëÿºòüñÿ îïóêëèì

âãîðó íà ïðîì³æêó (à; â), ÿêùî äðóãà ïîõ³äíà ôóíêö³¿ â³ä’ºìíà â
êîæí³é òî÷ö³ öüîãî ïðîì³æêó.

Ãðàô³ê äèôåðåíö³þþ÷î¿ ôóíêö³¿ ( )y f x=  ÿâëÿºòüñÿ îïóêëèì

âíèç íà ïðîì³æêó (à; â), ÿêùî äðóãà ïîõ³äíà ôóíêö³¿ äîäàòíà â
êîæí³é òî÷ö³ öüîãî ïðîì³æêó.

Òî÷êè, â ÿêèõ äðóãà ïîõ³äíà ôóíêö³¿ ïåðåòâîðþºòüñÿ à íóëü,
íàçèâàþòüñÿ êðèòè÷íèìè òî÷êàìè II ðîäó.

ßêùî ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç êðèòè÷íó òî÷êó II ðîäó 0x x= ,

äðóãà ïîõ³äíà ôóíêö³¿ ì³íÿº çíàê, òî 0x x=  – àáñöèñà òî÷êè
ïåðåãèíó. Îðäèíàòà òî÷êè ïåðåãèíó äîð³âíþº çíà÷åííþ ôóíêö³¿
â òî÷ö³ 0x , òîáòî ( ) ( )( ). 0 0 0;  ;m ny f x A x f x=  – òî÷êà ïåðåãèíó

ãðàô³êà ôóíêö³¿ ( ) .y f x=

Дослідження функції і побудова її графіків

Äîñë³äæåííÿ ôóíêö³¿ ìîæíà ïðîâîäèòè çà òàêîþ ñõåìîþ:
1. Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿.
2. Çíàéòè òî÷êè ïåðåòèíó ãðàô³êà ôóíêö³¿ ç îñÿìè êîîðäèíàò.
3. Çíàéòè ïðîì³æêè ìîíîòîííîñò³ ³ åêñòðåìóìó ôóíêö³¿.
4. Çíàéòè íàïðàâëåííÿ îïóêëîñò³ ³ òî÷êè ïåðåãèíó ãðàô³êà

ôóíêö³¿.
5. Äëÿ óòî÷íåííÿ ãðàô³êà ôóíêö³¿ ðåêîìåíäóºòüñÿ çíàéòè äå-

ê³ëüêà äîäàòêîâèõ òî÷îê ³ç ð³âíÿííÿ ôóíêö³¿.
Ïðèêëàä 18. Äîñë³äèòè ôóíêö³þ ³ ïîáóäóâàòè ¿¿ ãðàô³ê

3 3 .y x x= −
Ðîçâ'ÿçîê. 1) Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ º ìíîæèíà âñ³õ

ä³éñíèõ ÷èñåë, òîáòî x R=
2) Çíàõîäèìî òî÷êè ïåðåòèíó ãðàô³êà ôóíêö³¿ ç îñÿìè êîîð-

äèíàò:
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( )3 2
1 2,3

0;0;0; 0;
OX:

0; 3;3 0; 3 0;

yyy y

x xx x x x

== =  =  
   = = ±− = − =    

0;
OY:

0.

x

y

=
 =

3) Çíàõîäèìî åêñòðåìóì ôóíêö³¿. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî
ïîõ³äíó 23 3y x′ = − . Äàë³ çíàéäåìî êðèòè÷í³ òî÷êè I ðîäó:

20;   3 3 0;y x= − =′

2
1 21;   1;   1.x x x= = = −

Â³äì³òèìî ö³ òî÷êè íà ÷èñëîâ³é ïðÿì³é (ðèñ. 9). Äîñë³äèìî çíàê
ïîõ³äíî¿ â êîæíîìó ïðîì³æêó: ( ) ( )'2 0;  0 0;y y> <′ −  ó′(2) 0.>

Ôóíêö³ÿ çðîñòàº ïðè ( ) ( ); 1 1;x −∞ − +∞∪ε ³ ñïàäàº ïðè ( )1;1x −ε .

Çíà÷èòü, 1x = − — òî÷êà ìàêñèìóìó;

( ) ( ) ( )3
max 1 1 3 1 1 3 2;y y= − = − − − = − + =

1x =  – òî÷êà ì³í³ìóìó; ymin = 13 — 3 · 1 = 1 — 3 = —2.

4) Çíàõîäèìî íàïðàâëåííÿ îïóêëîñò³ ³ òî÷êè ïåðåãèíó ãðàô³-
êà ôóíêö³¿. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî äðóãó ïîõ³äíó 6y x′′ = ,

à òîä³ êðèòè÷í³ òî÷êè II ðîäó: 0y ′′ = ; 6 0; 0.x x= =  Â³äì³òèìî öþ
òî÷êó íà ÷èñëîâ³é ïðÿì³é (ðèñ. 10). Äîñë³äèìî çíàê äðóãî¿ ïîõ³äíî¿
â êîæíîìó ïðîì³æêó: ( ) ( )''1 0; 1 0.y y′′ − < >

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10
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Òàêèì ÷èíîì, ãðàô³ê ÿâëÿºòüñÿ îïóêëèì âãîðó ïðè ( );0x −∞ε

³ îïóêëèì âíèç ïðè ( )0; ;   0x x+∞ =ε — àáñöèñà òî÷êè ïåðåãèíó

( ). 0 0,m ny y= =  Î(0;0) – òî÷êà ïåðåãèíó ãðàô³êà ôóíêö³¿.

Â³äì³òèìî âñ³ îòðèìàí³ òî÷êè â ñèñòåì³ êîîðäèíàò ³ ç’ºäíàº-
ìî ¿õ ïëàâíîþ êðèâîþ (ðèñ. 11)

Äëÿ óòî÷íåííÿ ãðàô³êà ôóíêö³¿ ìîæíà çíàéòè äîäàòêîâ³ òî÷-
êè, âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíÿííÿ ôóíêö³¿ ( ) ( )2 2;   2 2y y− = − = .

 Похідна та її застосування
до розв’язування задач економічного змісту

 Задача на продуктивність праці

Íåõàé ôóíêö³ÿ U = U(t) âèðàæàº ê³ëüê³ñòü âèðîáíè÷î¿ ïðî-
äóêö³¿ U çà ÷àñ t, ³ íåîáõ³äíî çíàéòè ïðîäóêòèâí³ñòü ïðàö³ â ìî-
ìåíò tî.

Ðèñ. 11
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 Çà ïåð³îä ÷àñó â³ä to äî to + ∆t ê³ëüê³ñòü âèðîáëåíî¿ ïðîäóêö³¿
çì³íèòüñÿ â³ä çíà÷åííÿ Uo = U(to) äî çíà÷åííÿ Uo + ∆U = U(to + ∆t);

òîä³ ñåðåäíÿ ïðîäóêòèâí³ñòü ïðàö³ çà öåé òåðì³í Zñåð. = 
U
t

∆
∆

.

 Î÷åâèäíî, ùî ïðîäóêòèâí³ñòü ïðàö³ â ìîìåíò to ìîæíà âèçíà-
÷èòè ÿê ãðàíè÷íå ñòàâëåííÿ ñåðåäíüî¿ ïðîäóêòèâíîñò³ çà ïåð³îä ÷àñó

â³ä to äî to + ∆t ïðè ∆t → 0, òîáòî Z  
0

lim 
t

z
∆ →

= ñåð. = 
0

lim
t

U
t∆ →

∆
∆

 = U′(to).

 Îòæå, ïîõ³äíà îáñÿãó âèðîáëåíî¿ ïðîäóêö³¿ çà ÷àñîì U′(to) º
ïðîäóêòèâí³ñòü ïðàö³ â ìîìåíò to. Ó öüîìó åêîíîì³÷íèé çì³ñò ïîõ³äíî¿.

 Ó ïðàêòèö³ åêîíîì³÷íèõ äîñë³äæåíü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ
îòðèìàëè âèðîáíè÷³ ôóíêö³¿, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âñòàíîâëåí-
íÿ çàëåæíîñò³, âèïóñêó ïðîäóêö³¿ â³ä âèòðàò ðåñóðñ³â, âèòðàò âè-
ðîáíèöòâà â³ä îáñÿãó ïðîäóêö³¿, âèòîðãó â³ä ïðîäàíîãî òîâàðó ³ ò.ä.
Òîáòî, êîëè ôóíêö³ÿ ìîäåëþº äåÿêèé åêîíîì³÷íèé ïðîöåñ, òî
ïîõ³äíà õàðàêòåðèçóº éîãî ãðàíè÷íèé åôåêò.

 Ðîçãëÿíåìî êîíêðåòí³ ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ ïîõ³äíî¿.

 Задачі про маргінальні вартість,
дохід, прибуток.

 Ìàðã³íàëüíèìè âèòðàòàìè íàçèâàþòü ãðàíè÷íî ìîæëèâ³ âè-
òðàòè â óìîâàõ õî÷à áè ïîñò³éíîãî â³äòâîðåííÿ âèðîáíèöòâà
â³äïîâ³äíî¿ ïðîäóêö³¿. Àíàëîã³÷íî âèçíà÷àþòü ìàðã³íàëüí³ äîõî-
äè òà ïðèáóòîê.

 Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V(x), D(x) òà P(x) âèòðàòè, äîõ³ä òà ïðèáóòîê
âèðîáíèöòâà õ îäèíèöü ïðîäóêö³¿. Êîæíà ç öèõ âåëè÷èí º ïåâíîþ
ôóíêö³ºþ ê³ëüêîñò³ îäèíèöü õ âèðîáëåíî¿ òà ïðîäàíî¿ ïðîäóêö³¿.

 ßêùî ï³äïðèºìñòâî çá³ëüøóº âèïóñê ïðîäóêö³¿ íà ∆x îäèíèöü,
òî ö³ ôóíêö³¿ îäåðæàòü ïðèð³ñò:

 ( ) ( ) ( ) ;V x V x x V x∆ = + ∆ −

 ( ) ( ) ( ) ;D x D x x D x∆ = + ∆ −

Â³äíîøåííÿ ïðèðîñòó ôóíêö³¿ äî õ∆  õàðàêòåðèçóº ïðèð³ñò
â³äïîâ³äíî¿ ôóíêö³¿ íà îäèíèöþ ïðèðîñòó ïðîäóêö³¿, à ãðàíèöÿ
öüîãî â³äíîøåííÿ ïðè 0õ∆ →  ñòàº ìàðã³íàëüíîþ.
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Îòæå, ìàºìî:
Ìàðã³íàëüíà âàðò³ñòü:

( )
0

lim
õ

V x

x∆ →

∆
∆

 = 
( ) ( )

0
lim
x

V x x V x

x∆ →

+ ∆ −
∆

 = V′(x).

Ìàðã³íàëüíèé äîõ³ä:

( )
0

lim
x

D x

x∆ →

∆
∆

 = 
( ) ( )

0
lim
x

D x x D x

x∆ →

+ ∆ −
∆

 = D′(x)

Ìàðã³íàëüíèé ïðèáóòîê:

 
( )

0
lim
x

P x

x∆ →

∆
∆

 = 
( ) ( )

0
lim
x

Ð x x Ð x

x∆ →

+ ∆ −
∆

 ( ) .Ð x= ′

 Ïðèêëàä 1. Äëÿ ôóíêö³¿ âèòðàò ï³äïðèºìñòâà ( ó ãðèâíÿõ )

 V(x) = 0,001x3 — 0,3x2 + 40x + 1000

çíàéòè ìàðã³íàëüíó âàðò³ñòü ÿê ôóíêö³þ õ òà îá÷èñëèòè ìàðã³íàëüíó
âàðò³ñòü, êîëè âèðîáëåíî õ1 = 50; õ2= 100; õ3 = 150 îäèíèöü ïðî-
äóêö³¿.

 Ðîçâ’ÿçîê. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàðã³íàëüíî¿ âàðòîñò³ ïîòð³áíî
çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ âèòðàò, òîáòî
 V′(x) = (0,001x3 — 0,3x2 + 40x + 1000)′ = 3 · 0,001x2 — 2 · 0,3x + 40 =

 = 0,003x2 — 0,6x + 40.

 Îäåðæàëè ôóíêö³þ ìàðã³íàëüíî¿ âàðòîñò³ äëÿ äîâ³ëüíî¿ ê³-
ëüêîñò³ õ âèãîòîâëåíèõ îäèíèöü ïðîäóêö³¿, êîëè ïðèð³ñò õ çðîñ-
òàº íà äîñòàòíüî ìàëó âåëè÷èíó.

 Ïðè õ1 = 50, îäåðæèìî
 V′(50) = 0,003 · (50)2 — 0,6 · 50 + 40 = 7,5 — 30 + 40 = 17,5.

 Ïðè õ2 = 100, ìàºìî

 V′(100) = 0,003 · (100)2 — 0,6 · 100 + 40 = 30 — 60 + 40 = 10.

 Êîëè õ3 = 150, òîä³

 V′(150) = 0,003 · (150)2 — 0,6 · 150 + 40 = 67,5 — 90 + 40 = 17,5.

Îòæå, ìîæíà êàçàòè, ùî âàðò³ñòü âèãîòîâëåííÿ 51-î¿ òà 151-î¿
îäèíèöü ïðîäóêö³¿ ï³äïðèºìñòâà áóäå 17 ãðèâåíü 50 êîï³éîê, à
âàðò³ñòü 101-î¿ îäèíèö³ áóäå ëèøå 10 ãðèâåíü.
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 Ïðèêëàä 2. Äëÿ ôóíêö³¿ âèòðàò âèðîáíèöòâà õ îäèíèöü ïðî-
äóêö³¿ (ó ãðèâíÿõ) âèãëÿäó

 V(x) = 1000 + 10x + 0,1x2

çíàéòè ìàðã³íàëüíó âàðò³ñòü òà ñåðåäíþ âàðò³ñòü âèðîáíèöòâà îäíîãî
âèðîáó ï³äïðèºìñòâà.

Ðîçâ’ÿçîê. Ìàðã³íàëüíà âàðò³ñòü âèðîáíèöòâà áóäå:

  V′(x) = 10 + 0,2õ

 Ñåðåäíÿ âàðò³ñòü âèãîòîâëåííÿ îäèíèö³ ïðîäóêö³¿ áóäå:

 ( )V x′ =  
( )V x

x
 = 

1000
x

 + 
10x
x

 + 
20,1x

x
 = 

1000
10 0,1x

x
+ +

 Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ö³ âåëè÷èíè çîâñ³ì ð³çí³.
 Ïðèêëàä 3. Âèçíà÷èòè ìàðã³íàëüíèé äîõ³ä âèðîáíèöòâà 300

îäèíèöü âèðîá³â, ÿêùî ê³ëüê³ñòü âèãîòîâëåíèõ âèðîá³â çíàõî-
äèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

 X = 1000 — 100ð,

äå ð – ðîçäð³áíà âàðò³ñòü îäíîãî âèðîáó.
 Ðîçâ’ÿçîê. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî ðîçäð³áíó âàðò³ñòü ð îäèíèö³

âèðîáó ÿê ôóíêö³þ ê³ëüêîñò³ õ, âèãîòîâëåíèõ âèðîá³â. ²ç çàäàíî¿
ð³âíîñò³

 Õ = 1000 — 100ð ⇒ 100ð = 1000 – õ ⇒ ð = 10 — 0,01õ.

 Ôóíêö³ÿ äîõîäó áóäå:

 D(x) = x · p = x ( 10 — 0,01x) = 10x — 0,01x2.

 Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàðã³íàëüíîãî äîõîäó ïðè õ = 300 ïîòð³á-
íî çíàéòè çíà÷åííÿ D ' (x) ïðè õ = 300. Øëÿõîì äèôåðåíö³þâàí-
íÿ ôóíêö³¿ D(x) îäåðæèìî:

D′(x) = 10 — 0,02õ.

 Îòæå, ìàºìî

 D′(300) = 10 — 0,02 · 300 = 10 — 6 = 4.

 Ïðèêëàä 4. Ï³äïðèºìñòâî âèãîòîâëÿº õ âèðîá³â, ðîçäð³áíà âàð-
ò³ñòü êîæíîãî ç íèõ – ð, ïðè÷îìó ð + 0,1õ = 80, à ôóíêö³ÿ âèòðàò
V(x) = 5000 + 2õ (ó ãðèâíÿõ). Çíàéòè ìàðã³íàëüíèé ïðèáóòîê,
ÿêùî âèãîòîâëåíî òà ïðîäàíî 150 ³ 400 âèðîá³â.
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 Ðîçâ’ÿçîê. Ó äàíîìó âèïàäêó ôóíêö³ºþ äîõîäó áóäå

 D(x) = x · p = x(80 — 0,1x) = 80x — 0,1x2.

Ïðèáóòîê â³ä âèãîòîâëåííÿ òà ïðîäàæó Õ âèðîá³â áóäå:

 P(x) = D(x) — V(x) = 80x — 0,1x2 — (5000 + 20x) =

= 60x — 0,1x2 — 5000.

Çíàéäåìî ìàðã³íàëüíèé ïðèáóòîê äëÿ äîâ³ëüíîãî Õ:

Ð ′(õ) = (60õ — 0,1õ2 — 5000)′; Ð ′(õ) = 60 — 0,2õ.

Òîìó äëÿ õ = 150 òà õ = 400 îäåðæèìî:

 Ð ′(150) = 60 — 0,2 · 150 = 30;

 Ð ′(400) = 60 — 0,2 · 400 = —20.

Îòæå, ï³äïðèºìñòâî áóäå ìàòè çáèòêè ðîçì³ðîì 20 ãðèâåíü
çà êîæíèé âèá³ð, ÿêèé áóäå âèãîòîâëåíî òà ïðîäàíî ïðè çðîñòàíí³
ê³ëüêîñò³ âèðîá³â.

Ïðèêëàä 5. (ïðèáóòîê òà ðåêëàìà).
Ìàëå ï³äïðèºìñòâî ìîæå âèãîòîâèòè òà ïðîäàòè êîæíó îäèíè-

öþ âèðîáó ç ïðèáóòêîì 10 ãðèâåíü. ßêùî ï³äïðèºìñòâî âèòðà-
÷àº õ ãðèâåíü íà ðåêëàìó âèðîá³â, òîä³ ê³ëüê³ñòü ïðîäàíèõ âèðîá³â
äîð³âíþº 1000(1 — å-0,001õ) — õ. Çíàéòè øâèäê³ñòü çì³íè ïðèáóòêó,
â³äíîñíî çì³íè âèòðàò çà ðåêëàìó ïðè õ = 1000 òà õ = 3000.

Ðîçâ’ÿçîê. Îñê³ëüêè êîæåí âèð³á äàº 10 ãðèâåíü ïðèáóòêó, òîìó
çàäàíà ê³ëüê³ñòü ïðîäàíèõ âèðîá³â äàº ïðèáóòîê:

Ð = 10000(1 — å-0,001õ) — õ

ç óðàõóâàííÿì âèòðàò íà ðåêëàìó. Øâèäê³ñòü çì³íè ïðèáóòêó
â³äíîñíî çì³íè âèòðàò íà ðåêëàìó çíàéäåíî øëÿõîì äèôå-
ðåíö³þâàííÿ Ð:

 Ð′ = —10000(å-0,001õ)′ — 1 = —10000(—0,001)å—0,001õ — 1 = 10å—0,001õ — 1.

 Ïðè õ = 1000 òà õ = 3000 ìàºìî:

 ð′(1000) = 10 · å—1 — 1 = 10 · 0,3679 — 1 = 2,679.

 ð′(3000) = 10 · å—3 — 1 = 10 · 0,0498 — 1 = —0,502.

 Îòæå, ïðè âèòðàòàõ íà ðåêëàìó 3000 ãðèâåíü ïðèáóòêè ñïà-
äàþòü.
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 1. Дайте визначення похідної функції.
 2. В чому полягає геометричний зміст похідної?
 3. В чому полягає фізичний зміст першої похідної?
 4. Дайте визначення другої похідної функції.
 5. В чому полягає фізичний зміст другої похідної ?
 6. Напишіть всі формули диференціювання.
 7. Як знайти проміжки зростання і спадання функції?
 8. Як знайти точки екстремуму і екстремуми функції?
 9. Як знайти проміжки опуклості кривої?
10. Як знайти точки перегину кривої?
11. Знайдіть похідні функції:

à) ( )/ 2 ;y lntg x=

á) ó = cos õ ;

â) ( )21 1;y x x= + −

12. Складіть рівняння дотичної до кривої 2 4y x x= − в точці з

абсцисою 1.x =

13. Прямолінійний рух точки задано рівнянням 3 21
3

3
S t t t= − +

(S  – в метрах, t  – в секундах). Знайдіть швидкість і прискорення
руху точки в кінці другої секунди.

 14. Який із прямокутників з периметром, що дорівнює 48 см,
має найбільшу площу?

15. Число 66 представте у вигляді суми двох додатних доданків
так, щоб добуток цих чисел був найбільший.

16. Обсяг продукції, що виробляється працівниками підприємс-

тва, описується рівнянням Х(t) = -
1

2
 t2 + 5t + 7, де t – робочий час

(у гривнях) ( 0 ≤ t ≤ 8). Обчисліть продуктивність праці фірми через
3 год. від початку роботи.

Відповіді: 11) а) cosec x; б) ; 
x

x
−

sin2

2
 в)

25 2 3
.

2 1

x x

x

+ −
−

12) 2 1 0x y+ + = . 13) 3 м/с; 2 м/с2. 14) Квадрат зі стороною 12 см.

15) 33 і 33. 16) 2 од. за годину.

      ЗАПИТАННЯ І ВПРАВИ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ?



43

НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ

Çà äàíîþ òåìîþ ñïî÷àòêó âèâ÷³òü § 5 (1–3), 6 (1; 2) ãë. 2 [2]
àáî § 1–6 ãë. 7 [9]. Äàë³ ïîçíàéîìòåñü ç ìåòîäè÷íèìè âêàç³âêà-
ìè ç ö³º¿ òåìè ³ óâàæíî ðîçáåð³òü ðîçâ’ÿçêè ïðèêëàä³â ç äàíîãî
ïîñ³áíèêà. Äàéòå â³äïîâ³äü íà çàïèòàííÿ ³ âèêîíàéòå âïðàâè äëÿ
ñàìîïåðåâ³ðêè. Ðîçâ’ÿæ³òü íàñòóïí³ çàäà÷³: [2] ãë. 2 ¹ 2. 4 (1–
14; 26; 33–54) àáî [9] ãë. 7 ¹ 1–9; 33–36; 37–51.

Ç êîíòðîëüíî¿ ðîáîòè âèêîíàéòå òðåòº çàâäàííÿ ñâîãî âàð³àíòó.

Поняття невизначеного інтеграла

Äèôåðåíö³þâàííÿ – öå ä³ÿ, çà äîïîìîãîþ ÿêî¿ çà äàíîþ ôóíê-
ö³ºþ çíàõîäÿòü ¿¿ ïîõ³äíó àáî äèôåðåíö³àë. Íàïðèêëàä, ÿêùî

( ) 10,F x x=  òî ( ) ( )9 910 ; 10F x x dF x x dx=′ = .

²íòåãðóâàííÿ – öå ä³ÿ, îáåðíåíà äèôåðåíö³þâàííþ. Çà äîïî-
ìîãîþ ³íòåãðóâàííÿ çà äàíîþ ïîõ³äíîþ ÷è äèôåðåíö³àëîì ôóíêö³¿
çíàõîäèòüñÿ ñàìà ôóíêö³ÿ. Íàïðèêëàä, ÿêùî ( ) 67 ,F x x′ =  òî F(x) =

= x7, òîìó, ùî ( )7 67 .x x′ =  Äèôåðåíö³éîâàíà ôóíêö³ÿ F(x),  xε  (à; â)

íàçèâàºòüñÿ ïåðâ³ñíîþ äëÿ ôóíêö³¿ f(x) íà ïðîì³æêó (à; â), ÿêùî
( ) ( )F x f x′ =  äëÿ ëþáîãî xε (à; â).

Äëÿ ôóíêö³¿ f(x) 2

1
 

cos x
=  ïåðâ³ñíîþ º ôóíêö³ÿ ( ) tgF x x= ,

òîìó ùî ( )tg x ′ =  2

1
cos x

.

Ñóêóïí³ñòü âñ³õ ïåðâ³ñíèõ ôóíêö³é ( )f x  íà ïðîì³æêó (à; â)

íàçèâàþòü íåâèçíà÷åíèì ³íòåãðàëîì â³ä ôóíêö³¿ f(x) íà öüîìó ³í-
òåðâàë³ ³ ïèøóòü

( ) ( )f x dx F x C= +∫ .
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Òóò ( )f x dx  – ï³ä³íòåãðàëüíèé âèðàç; ( )f x  – ï³ä³íòåãðàëüíà

ôóíêö³ÿ; x  – çì³ííà ³íòåãðóâàííÿ; C  – äîâ³ëüíà ñòàëà. Íà-
ïðèêëàä, 4 55 ,x dx x C= +∫  òîìó, ùî (x5 + C)′ = 5x4.

Основні властивості невизначеного інтеграла

1. Äèôåðåíö³àë íåâèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà äîð³âíþº ï³ä³íòåã-
ðàëüíîìó âèðàçó:

( ) ( )d f x dx f x dx=∫
2. Íåâèçíà÷åíèé ³íòåãðàë â³ä äèôåðåíö³àëà ôóíêö³¿ äîð³âíþº

ö³é ôóíêö³¿ ïëþñ äîâ³ëüíà ñòàëà, òîáòî:

( ) ( )dF x F x C= +∫ .

3. Ïîñò³éíèé ìíîæíèê ìîæíà âèíåñòè çà çíàê íåâèçíà÷å-
íîãî ³íòåãðàëà:

( ) ( )af x dx a f x dx=∫ ∫
4. Íåâèçíà÷åíèé ³íòåãðàë â³ä àëãåáðà¿÷íî¿ ñóìè ôóíêö³é äî-

ð³âíþº àëãåáðà¿÷í³é ñóì³ íåâèçíà÷åíèõ ³íòåãðàë³â â³ä êîæíî¿
ôóíêö³¿:

 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2f x f x dx f x dx f x dx± = ±∫ ∫ ∫ .

 Основні формули інтегрування (табличні інтеграли)

1. dx x C= +∫ .

2. ( )
1

, 1
1

n
n x

x dx C n
n

+

= + ≠ −
+∫ .

3. 1 ln .
dx

x dx x C
x

− = = +∫ ∫
4. x xe dx e C= +∫ .

5. 
ln

x
x a

a dx C
a

= +∫ .
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 6. sin cosxdx x C= − +∫ .

 7. cos sinxdx x C= +∫ .

 8. 2 tg
cos

dx
x C

x
= +∫ .

 9. 2 ctg
sin
dx

x C
x
= − +∫ .

10. 
2

arcsin
1

dx
x C

x
= +

−
∫

11. 2 arctg
1

dx
x C

x
= +

+∫
ßêùî ³íòåãðàë âàæêî ïðèâåñòè äî òàáëè÷íîãî çà äîïîìîãîþ

åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü, òî â öüîìó âèïàäêó êîðèñòóþòüñÿ
ìåòîäîì ï³äñòàíîâêè.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè 
22 3

xdx

x−
∫

Ðîçâ'ÿçîê. Çðîáèìî ï³äñòàíîâêó: 2 2 3 ,x t− =  òîä³ 6 ; xdx dt− =
1
6

xdx dt= − .

Äàë³ îòðèìàºìî:

( ) 1
2

2

1 6 1
62 3

dtxdx
t dt

tx

−− −
= = =

−
∫ ∫ ∫

1 1
1

2 21 1
1 16 61
2 2

t t
C C

−
+

− −
+ = + =

−
+

21 1
2 3

3 3
t C x C

− −
= + = − +

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ( )22 cos sin .x xdx+∫
Ðîçâ'ÿçîê. Çðîáèìî çàì³íó: 2 cos ;x t+ =  òîä³ sin ,xdx dt− =  çâ³ä-

ñè sin .xdx dt= −  Äàë³ îòðèìàºìî:

( ) ( )
2 1 3

2 2 22 cos sin
2 1 3
t t

x xdx t dt t dt C C
+− −

+ = − = − = + = + =
+∫ ∫ ∫

( )
( )

3
32 cos 1

2 cos .
3 3

x
C x C

+ −
= − + = + +
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Ïðèêëàä 3. Çíàéòè sin10 .xdx∫
Ðîçâ'ÿçîê. Çðîáèìî çàì³íó: 10x = t; òîä³ 10dx = dt, çâ³äñè .

10
dt

dx =

Äàë³, îòðèìàºìî:

( )1 1
sin10 sin sin cos

10 10 10
dt

xdx t tdt t C= = = − + =∫ ∫ ∫
1 1
cos cos10 .

10 10
t C x C

−
= + = − +

Â ïðàêòèö³ ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòî çóñòð³÷àþòüñÿ ³íòåãðàëè, äëÿ
çíàõîäæåííÿ ÿêèõ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïí³ ôîðìóëè
( )0, 0 ñòàë³ :k n≠ ≠ −

1. 
1kx kxe dx e C
k

= +∫ .

2. 
1

ln

kx
kx a

a dx C
k a

= +∫ .

3. 
1

sin coskxdx kx C
k
−

= +∫ .

4. 
1

cos sinkxdx kx C
k

= +∫ .

5. 2

1
tg

cos
dx

kx C
kkx

= +∫ .

6. 2

1
ctg

sin
dx

kx C
kkx
−

= +∫ .

7. 2 2 2

1
arctg

dx n
x C

nk kk n x
= +

+∫ .

8. 
2 2 2

1
arcsin

dx n
x C

n kk n x
= +

−
∫ .

Ïðè çíàõîäæåíí³ sin10xdx∫  ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìó-

ëó 
1

sin coskxdx kx C
k

= − +∫ , äå 10k = . Òîä³

1
sin10 cos10 .

10
xdx x C

−
= +∫
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1. Що називається інтегруванням?
2. Яка функція називається первісною для функції f(x)?
3. Дайте визначення невизначеного інтеграла.
4. Перелічіть основні властивості невизначеного інтеграла.
5. Якою дією можна перевірити інтегрування?
6. Напишіть основні формули інтегрування (табличні інтеграли).
7. Знайти інтеграли:

а) 
5

2
;

dx
x∫   c) 3sin cos ;x xdx∫

b) 
( )

2

23
;

3 4

x dx

x −
∫    d) 

2ln
.

xdx
x∫

Відповіді: 7. a) 
4

1
;  

2
C

x
−

+  b) 
( )3

1

9 4 3
C

x
+

−
; c) 41

sin ;
4

x C+

d) 31
  ln .
3

x C+
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ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ

Ç äàíî¿ òåìè ñïî÷àòêó âèâ÷³òü § 7–10 (1; 2), 11 (1; 2) ãë. 3, §
12,14 (1–3) ãë. 4 [2] àáî § 1–14 ãë. 8 [9]. Äàë³ îçíàéîìòåñü ç ìå-
òîäè÷íèìè âêàç³âêàìè ç ö³º¿ òåìè ³ óâàæíî ðîçáåð³òü ïðèêëàäè ç
äàíîãî ïîñ³áíèêà. Äàéòå â³äïîâ³ä³ íà çàïèòàííÿ ³ âèêîíàéòå
âïðàâè äëÿ ñàìîïåðåâ³ðêè. Ðîçâ’ÿæ³òü íàñòóïí³ çàäà÷³: [2] ãë. 3
§ 10 ¹ 3.5–3.8; 3.12, ãë. 4 § 12 ¹ 4.1, §14 ¹4.3–4.29 àáî [9],
ãë. 8 ¹1–5, 8–13, 17–21, 23–27, 42–49, 50–55, 60–63.

Ç êîíòðîëüíî¿ ðîáîòè âèêîíàéòå òðåòº ³ ÷åòâåðòå çàâäàííÿ ñâîãî
âàð³àíòó.

Поняття визначеного інтеграла

Áåçïîñåðåäíº îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà âèêîíóºòüñÿ çà

ôîðìóëîþ Íüþòîíà–Ëåéáí³öà:    
b

b

a
a

f x dx F x      ,F b F a

äå à – íèæíÿ ãðàíèöÿ, b – âåðõíÿ ãðàíèöÿ,  F x  – ÿêà-íåáóäü

ïåðâ³ñíà ôóíêö³¿  f x .

Ç ö³º¿ ôîðìóëè âèäíî ïîðÿäîê îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíîãî ³í-
òåãðàëà:

1) çíàõîäÿòü îäíó ç ïåðâ³ñíèõ  F x  äàíî¿ ôóíêö³¿;

2) çíàõîäÿòü çíà÷åííÿ  F x  ïðè x a  ³   ;x b

3) îá÷èñëþþòü ð³çíèöþ    F b F a .

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë: 
8

3 2
1

dx

x
 .

Ðîçâ'ÿçîê: âèêîðèñòàºìî îçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ ç äðîáîâèì ³
â³ä’ºìíèì ïîêàçíèêîì ³ îá÷èñëèìî âèçíà÷åíèé ³íòåãðàë:
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   

8
1

28 8 3 8
3 3 33

3 2 1
1 1

1

3 3 8 1 3 2 1 3.
1
3

dx x
x dx x

x



        

Основні властивості визначеного інтеграла

1. Ïðè ïåðåñòàíîâö³ ìåæ ³íòåãðóâàííÿ çíàê ³íòåãðàëà çì³íþ-
ºòüñÿ íà ïðîòèëåæíèé:

   
b a

a b

f x dx f x dx  

2. Â³äð³çîê ³íòåãðóâàííÿ ìîæíà ðîçáèâàòè íà ÷àñòèíè:

     
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx   

3. Ïîñò³éíèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê ³íòåãðàëà:

   
b b

a a

cf x dx c f x dx 

4. ²íòåãðàë â³ä ñóìè ôóíêö³¿ äîð³âíþº ñóì³ ³íòåãðàë³â â³ä âñ³õ
äîäàíê³â:

        1 2 1 2

b b b

a a a

f x f x dx f x dx f x dx    

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ³íòåãðàë 
4

2

4

1
.sinx dx

cos x

  
 





Ðîçâ'ÿçîê: ³íòåãðàë â³ä ð³çíèö³ ôóíêö³é çàì³íèìî ð³çíèöåþ
³íòåãðàë³â â³ä êîæíî¿ ôóíêö³¿:

4 4 4
4 4

2 2
4 4

4 4 4

1
sin sin tg cos

cos cos

dx
x dx xdx x x

x x

  
 

 
  

       
   

=   2 2
tg tg cos cos 1 1 2.

4 4 4 4 2 2
               

   
   
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Обчислення визначеного інтеграла
методом підстановки

Îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà ìåòîäîì ï³äñòàíîâêè âè-
êîíóºòüñÿ çà ñõåìîþ:

1. ×àñòèíó ï³ä³íòåãðàëüíî¿ ôóíêö³¿ çàì³íèòè íîâîþ çì³ííîþ;
2. Çíàéòè íîâ³ ìåæ³ âèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà;
3. Çíàéòè äèôåðåíö³àë â³ä îáîõ ÷àñòèí çàì³íè;
4. Âåñü ï³ä³íòåãðàëüíèé âèðàç âèðàçèòè ÷åðåç íîâó çì³ííó (ï³ñëÿ

÷îãî ïîâèíí³ îòðèìàòè òàáëè÷íèé ³íòåãðàë);
5. Îá÷èñëèòè îòðèìàíèé âèçíà÷åíèé ³íòåãðàë.

Ïðèêëàä 3. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë: 
7

3
0 8

dx

x .

Ðîçâ'ÿçîê: ââåäåìî ï³äñòàíîâêó 8 ,x t   òîä³ ,dx dt   dx = —dt.
Âèçíà÷èìî ìåæ³ ³íòåãðóâàííÿ äëÿ çì³ííî¿ t . Ïðè 0x   îòðèìóºìî

8 0 8, ít    ïðè 7x   îòðèìóºìî 8 7 1.ât   
Âèðàçèâøè ï³ä³íòåãðàëüíèé âèðàç ÷åðåç t  ³  dt ³ ïåðåéøîâøè

äî íîâèõ ìåæ, îòðèìóºìî:

 
82

1 1 87 1 1 8 3
3 2 33 3

3 3
10 8 8 1

1

3 3
64 1

2 2 28
3

dx dt t
t dt t dt t

x t

 
        

   

 3 3 9
4 1 3 4,5

2 2 2
     

Ïðèêëàä 4. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 
 

2 2

23
1

.
2

x dx

x 


Ðîçâ'ÿçîê: çðîáèìî ï³äñòàíîâêó 3 2 , x t   òîä³ 23 ,x dx dt

2 .
3
dt

x dx   Âèçíà÷èìî ìåæ³ ³íòåãðóâàííÿ äëÿ çì³ííî¿ t . Ïðè 1x  ,

îòðèìóºìî 31 2 3,ít     ïðè 2x  , îòðèìóºìî 32 2 10Bt    .

Âèðàçèâøè ï³ä³íòåãðàëüíèé âèðàç ÷åðåç t  ³ dt  ³ ïåðåéøîâ-
øè äî íîâèõ ãðàíèöü, îòðèìóºìî:
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 

10 102 10 102 1
2

2 23 3 31 3 3

1 1 1 1 1 1 13
3 3 1 3 3 10 32

dt
x dx t

t dt
ttx


           

  
  

1 7 7
.

3 30 90
    

 

Ïðèêëàä 5. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 
2

0

cos sin .x xdx



Ðîçâ'ÿçîê: çðîáèìî çàì³íó: cos ,x t  òîä³ — sin xdx dt  ³
sin .xdx dt   Çíàéäåìî ìåæ³ ³íòåãðóâàííÿ äëÿ çì³ííî¿ t : tí =

cos 0 1,    cos / 2 0.ât  

Âèðàçèâøè ï³ä³íòåãðàëüíèé âèðàç ÷åðåç t  ³ dt  ³ ïåðåéøîâ-
øè äî íîâèõ ãðàíèöü, îòðèìàºìî:

 

11
11 10 0 12 2

2 2

0 1 1 0

0

cos sin
1

1
2

t
x xdx t dt t dt t dt




      


   

=  

13 13 12
2

0 0

0

2 2 2 2
1 0 .

3 3 3 3 3
2

t
t t t    

Ïðèêëàä 6. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 
 3

2

sin
.

1 cos

xdx

x




Ðîçâ’ÿçîê:

 
 

3

2

1 cos ;sin ;

sin
1 cos 1 0 1;

21 cos
1 cos 1 1 2

í

â

x t xdx dt

xdx
t

x
t









  

      


     



=
2 22 2 2

3
3 2

1 11 1

1 1 1 1 3 3
1 .

2 2 4 2 4 82

dt t
t dt

t t


                 

     
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Ïðèêëàä 7. Îá÷èñëèòè ³íòåãðàë 
2

3

0

sin .xdx



Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó ïåðåòâîðèìî ï³ä³íòåãðàëüíèé âèðàç:

 sin3x = sin2xsinx = (1 — cos2x) sinx = sinx — cos2xsinx.

Äàë³ îá÷èñëèìî ³íòåãðàë â³ä ð³çíèö³ ôóíêö³é, ÿêùî çàì³íèìî
éîãî ð³çíèöþ âèçíà÷åíèõ ³íòåãðàë³â â³ä êîæíî¿ ôóíêö³¿:

2 2 2
3 2

0 0 0

sin sin cos sin .xdx xdx x xdx   

  

Îá÷èñëèìî êîæåí ³íòåãðàë îêðåìî:

 
2

2
0

0

sin cos cos cos 0 0 1 1;
2

xdx x           
 


 

 
0 02

2 2 2

1 10

cos ; sin ;

sin ;
cos sin cos 0 1;

cos 0
2

í

â

x t xdx dt

xdx dt
x xdx t dt t dtt

t





  
 

      

 

 

 =  
11 3

2

00

1 1
1 0 .

3 3 3
t

t dt    

Застосування визначеного інтеграла.

Ïîíÿòòÿ âèçíà÷åíîãî ³íòåãðàëà øèðîêî çàñòîñîâóºòüñÿ äëÿ
îá÷èñëåííÿ ð³çíèõ ãåîìåòðè÷íèõ, ô³çè÷íèõ ³ åêîíîì³÷íèõ âåëè÷èí.

Площа плоскої фігури.

Ïëîùà êðèâîë³í³éíî¿ òðàïåö³¿ aABb (ðèñ. 12), ÿêà îáìåæåíà
ãðàô³êîì íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ y = f(x), äå õº  ;à b , â³äð³çêîì  ;a b

îñ³ ÎÕ, â³äð³çêàìè ïðÿìèõ x = a ³ x = b, îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìó-
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ëîþ S = |I , äå

 I =  
b

a

f x dx                                    (1)

Ïðèêëàä 8. Îá÷èñëèòè ïëîùó ô³ãóðè, ÿêà îáìåæåíà ïàðàáîëîþ
2,y x ïðÿìèìè 1, 2x x    ³ â³ññþ àáñöèñ (ðèñ. 13)

Ðîçâ'ÿçîê. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1), îá÷èñëþºìî:

Ðèñ. 12

Ðèñ.13
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I =   
22 3

2

1 1

1 1
8 1 9 3,

3 3 3
x

x dx
 

     

òîáòî 3S  êâ. îä.
 Ïëîùà ô³ãóðè ABCD (ðèñ. 14), ÿêà îáìåæåíà ãðàô³êàìè íå-

ïåðåðâíèõ ôóíêö³é  1y f x  ³  2y f x , äå  ; ,x a b  â³äð³çêàìè

ïðÿìèõ      ,x a ³ x b  îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ S ² , äå

 I = ( 
b

a

f 1(x) – f2(x))dx                          (2)

Ïðèêëàä 9. Îá÷èñëèòè ïëîùó ô³ãóðè, ÿêà îáìåæåíà â³ññþ ÎÕ ³
ë³í³ºþ 2 2y x x   (ðèñ. 15).

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15
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Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî ìåæ³ ³íòåãðóâàííÿ, òîáòî àáñöèñè òî÷îê ïå-
ðåòèíó ãðàô³ê³â ôóíêö³é 2 2      0 y x x ³ y   (â³ñü ÎÕ). Äëÿ öüîãî
ðîçâ’ÿæåìî ñèñòåìó

 2 22 ; 2 0; 2 0;

0; 0; 2.

y x x x x x x

y x x

      


  

Òåïåð çíàéäåìî ïëîùó:

 
222 2 2 2

2 2 3

0 00 0 0

1
2 0 2 2

3 2
x

I x x dx x dx xdx x         

   1 8 1
8 0 4 0 4 1 ;

3 3 3
              

1
1
3

S   êâ. îä.

Ïðèêëàä 10. Îá÷èñëèòè ïëîùó ô³ãóðè, ÿêà îáìåæåíà ë³í³ÿìè
y = x2 i y2 = x (ðèñ. 16).

Ðèñ. 16
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Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî ìåæ³ ³íòåãðóâàííÿ, òîáòî àáñöèñè òî÷îê
ïåðåòèíó ãðàô³ê³â ôóíêö³é 2y x  i 2y x . Äëÿ öüîãî ðîçâ’ÿæå-
ìî ñèñòåìó:

 
2

4 3
2

;        ;       1 0;
y x

x x x x
y x

 
  



0;       1.x x 

 Øóêàíó ïëîùó îá÷èñëèìî çà ôîðìóëîþ (2) ïðè   2
1 , f x x

 2 .f x x

 I=  
1

2

0

x x dx  = 
1

2

0

x dx  — 
11
2

0

x dx = 

13
13 2

0

0

33
2

x x
 =

1
3

0

2 1 2 1
;

3 3 3 3 3
x

x x
  

    
 

 
1
3

S   êâ.îä.

Об'єм тіла обертання

Îá'ºì ò³ëà, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì íàâêîëî îñ³ ÎÕ êðèâîë³-
í³éíî¿ òðàïåö³¿ aABb, îáìåæåíî¿ íåïåðåðâíîþ êðèâîãî   y f x ,

äå  ;x a b  â³äð³çêîì  ;a b  îñ³ ÎÕ, â³äð³çêàìè ïðÿìèõ , x a  x b

(ðèñ. 17), îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

 2
b

a

V f x dx                                 (3)

Ïðèêëàä 11. Îá÷èñëèòè îá’ºì ò³ëà, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì
íàâêîëî îñ³ ÎÕ ô³ãóðè, ÿêà îáìåæåíà ïàðàáîëîþ 2 2y x , ïðÿìîþ

3  x  ³ â³ññþ ÎÕ (ðèñ. 18).
Ðîçâ’ÿçîê: Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (3), çíàõîäèìî øóêàíèé îá’ºì:

 
33 2 32

0
0 0

2 2 9 0 9
2

     
xV xdx x      (êóá. îä.)
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Îá'ºì ò³ëà, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì íàâêîëî îñ³ Îó êðèâîë³í³é-
íî¿ òðàïåö³¿ aABb, îáìåæåíî¿ íåïåðåðâíîþ êðèâîþ   , х f y  äå

 ;у a b , â³äð³çêîì  ;a b  îñ³ Îó, â³äð³çêàìè ïðÿìèõ  y a  ³ y b
(ðèñ. 19), îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

 2 
b

a

V f y dy                               (4)

Ðèñ. 17

Ðèñ. 18
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Ïðèêëàä 12. Îá÷èñëèòè îá’ºì ò³ëà, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì íà-
âêîëî îñ³ Îó ô³ãóðè, îáìåæåíî¿ ïàðàáîëîþ 2 y x  ³ 4y  (ðèñ. 20).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (4), çíàõîäèìî øóêàíèé îá’ºì:

 
44 2

0 0

16 0 8    
2 2

    
yV ydy 

   (êóá. îä.)

Ðèñ. 20

Ðèñ. 19
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Шлях, пройдений точкою

ßêùî òî÷êà ðóõàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíî ³ ¿¿ øâèäê³ñòü   V f t º

â³äîìà ôóíêö³ÿ ÷àñó t, òî øëÿõ, ïðîéäåíèé òî÷êîþ çà ïðîì³æîê ÷à-
ñó  1 2,t t  îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

 
2

1

 
t

t

S f t dt                                     (5)

Ïðèêëàä 13. Ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíî ç³ øâèäê³ñòþ
30,1V t ì/ñ.

Çíàéòè øëÿõ, ïðîéäåíèé ò³ëîì çà ïåðø³ 10 ñ.
Ðîçâ'ÿçîê. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (5), çíàõîäèìî øóêàíèé øëÿõ:

 
1010 4

3 4

0 0

1 10,1 10 250
10 4 40

   
tS t dt (ì).

Робота сили

ßêùî çì³ííà ñèëà  F F x ä³º â íàïðÿìêó îñ³ ÎÕ, òî ðîáîòà

ñèëè íà â³äð³çêó  ;a b  îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ

  
b

a

A F x dx                                  (6)

Ïðèêëàä 14. ßêó ðîáîòó ïîòð³áíî âèêîíàòè, ùîá ðîçòÿãíóòè
ïðóæèíó íà  0,06 ì, ÿêùî ñèëà â 1Í ðîçòÿãóº ¿¿ íà 0,01 ì?

Ðîçâ'ÿçîê. Çã³äíî çàêîíó Ãóêà ñèëà F, ÿêà ðîçòÿãóº àáî ñòèñêàº
ïðóæèíó íà õ ì, äîð³âíþº F = kõ, äå k – êîåô³ö³ºíò ïðîïîðö³é-
íîñò³.

Ç óìîâè âèïëèâàº:1 = k  0,01, òîáòî k = 100 ³, â³äïîâ³äíî, F =
= 100õ. Øóêàíó ðîáîòó çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ (6):

0,060,06 2

0 0

100 100 50 0.0036 1,8
2

    
xA xdx  (Äæ)

Ïðèêëàä 15. Ñèëà â 196,2 Í ðîçòÿãóº ïðóæèíó íà 18 ñì. ßêó
ðîáîòó âîíà âèêîíóº?
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Ðîçâ'ÿçîê. Çà çàêîíîì Ãóêà F = kx, çâ³äêè
196, 2  1090.
0,18

  
Fk
x

Çíà÷èòü, F = 1090õ. Çíàõîäèìî øóêàíó ðîáîòó:
0,180,18

2

00

10901090 545 0,0324 17,7
2

    A xdx x  (Äæ).

Економічний зміст визначеного інтеграла

Âèòðàòè, äîõ³ä òà ïðèáóòîê. Íåõàé V(õ) – ôóíêö³ÿ çàãàëüíèõ
âèòðàò íà âèðîáíèöòâî Õ îäèíèöü ïðîäóêö³¿. V(õ) – ôóíêö³ÿ
ìàðã³íàëüíèõ âèòðàò. Òîä³ âèçíà÷åíèé ³íòåãðàë

     | ( ) ( )
b

b
a

à

V õ dx V x V b V a                      (1)

äîð³âíþº çì³í³ çàãàëüíèõ âèòðàò ïðè çðîñòàíí³ ê³ëüêîñò³ âèðîáëåíî¿
ïðîäóêö³¿ â³ä à äî b îäèíèöü.

Çâ³äñè âèïëèâàº âàæëèâèé íàñë³äîê. Çì³íà âèðîáíè÷èõ âèòðàò
ïðè çðîñòàíí³ âèðîáëåíî¿ ïðîäóêö³¿ â³ä à äî b îäèíèöü äîð³âíþº
ïëîù³ êðèâîë³í³éíî¿ òðàïåö³¿, îáìåæåíî¿ ãðàô³êîì ôóíêö³¿ ìàðã³-
íàëüíèõ âèòðàò ó = V (x), â³äð³çêîì [a; b] òà ïðÿìèìè õ = à ³ õ = b.

Àíàëîã³÷íî, ÿêùî D (x) òà P (x) – ôóíêö³¿ ìàðã³íàëüíîãî äî-
õîäó òà ïðèáóòêó, â³äïîâ³äíî, òî çì³íè äîõîäó òà ïðèáóòêó ïðè
çðîñòàíí³ ðåàë³çàö³¿ âèðîáëåíî¿ ïðîäóêö³¿ â³ä à äî b îäèíèöü îá-
÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëàìè

      ; 
b

а

D x dx D b D a                            (2)

        
b

a

P x dx P b P a                             (3)

Ïðèêëàä 1. Íåõàé ãðàíè÷íèé äîõ³ä çà ðåàë³çàö³þ ïðîäóêö³¿
ñòàëèé ³ äëÿ êîíêðåòíîñò³ D(x) = 10 ãðí., äå õ – ê³ëüê³ñòü ïðî-
äàíèõ îäèíèöü ïðîäóêö³¿. Âèçíà÷òå äîõ³ä â³ä ïðîäàæó 1500 îäè-
íèöü ïðîäóêö³¿.

 Ðîçâ’ÿçîê: Ìàºìî,

 D = 10 · 1500 = 15000 ãðí.
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 Ç ³íøîãî áîêó, âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ ãðàíè÷íîãî ïðèáóòêó ³
ïåðâ³ñíî¿ ôóíêö³¿,

 D = 
15001500

0 0

10 10 10 1500 15000dx x    ãðí.

  Îá÷èñëåííÿ çàãàëüíîãî äîõîäó ÷åðåç âèçíà÷åíèé ³íòåãðàë º
á³ëüø çàãàëüíèì, îñê³ëüêè ãðàíè÷íèé åôåêò, ÿê ïðàâèëî, çàëå-
æèòü â³ä Õ.

 Ïðèêëàä 2. Ôóíêö³ÿ ìàðã³íàëüíèõ âèòðàò ô³ðìè ìàº âèãëÿä:
 V(õ) = 23,5 — 0,01õ.

Çíàéòè çðîñòàííÿ çàãàëüíèõ âèòðàò, êîëè âèðîáíèöòâî çðîñòàº
ç 1000 äî 1500 îäèíèöü.

 Ðîçâ’ÿçîê: Çà ôîðìóëîþ (1) çðîñòàííÿ çàãàëüíèõ âèòðàò áóäå

   
1500

1500 1500 2

10001000 1000

23,5 0,01 23,5 0,01
2
x

V x dx õ dx x
 

      
  

 = 23,5 ·1500 — 0,01· 
 21500

2
 — (23,5 ·1000 — 0,01· 

 21000

2
) =

 = 35250 — 11250 — (23500 — 5000) = 5500.

Îòæå, âèòðàòè çðîñòóòü íà 5500 ãðèâåíü.
Ìàêñèì³çàö³ÿ ïðèáóòêó çà ÷àñîì. Íåõàé V(t), D(t) òà P(t) –

çàãàëüí³ âèòðàòè, äîõ³ä òà ïðèáóòîê, ùî çì³íþþòüñÿ çà ÷àñîì,
òîáòî çàëåæèòü â³ä ÷àñó t. Òîä³ P(t) = D(t) — V(t) àáî

 P(t) = D(t) — V(t).

Ìàêñèìóì çàãàëüíîãî ïðèáóòêó áóäå òîä³, êîëè P(t) = 0 àáî D(t) =
= V(t).

 ²íøèìè ñëîâàìè, ³ñíóº òàêèé ÷àñ t1, êîëè D(t) = V(t), òîáòî
øâèäêîñò³ çì³íè äîõîäà òà âèòðàò ð³âí³. Çàãàëüíèé ïðèáóòîê çà
÷àñ t1 ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ:

        
1

1
0 0

tt

P t P t dt D t V t dt      
₁

                (4)

Ïðèêëàä 3. Øâèäêîñò³ çì³íè âèòðàò òà äîõîäó ï³äïðèºìñòâà ï³ñ-
ëÿ ïî÷àòêó éîãî ä³ÿëüíîñò³ âèçíà÷àëèñÿ ôîðìóëàìè V(t) = 5 + 2t 2/3
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òà D(t) = 17 — t 2/3, äå V ³ D âèì³ðþþòüñÿ ì³ëüéîíàìè ãðèâåíü, à t
âèì³ðþâàëè ðîêàìè. Âèçíà÷èòè, ÿê äîâãî ï³äïðèºìñòâî áóëî ïðè-
áóòêîâèì òà çíàéòè çàãàëüíèé ïðèáóòîê, ÿêèé áóëî îäåðæàíî çà
öåé ÷àñ.

 Ðîçâ’ÿçîê: Îïòèìàëüíèé ÷àñ t1 äëÿ ïðèáóòêó ï³äïðèºìñòâà
îäåðæèìî ç óìîâè D(t) = V(t):

 17 — t 2/3  = 5 + 2t 2/3   3t 2/3 = 12  t 2/3 = 4; t = 43/2  t1 = 8.
 Îòæå, ï³äïðèºìñòâî áóëî ïðèáóòêîâèì 8 ðîê³â. Çà öåé ÷àñ áóëî

îäåðæàíî ïðèáóòêó

 P =      
8 8

2 3

0 0

 17 5 2         D t V t dt t t dt⅔
8

2 3

0

(12 3 t )dt =

= 
8

3 2

0

9
12

5
t t t  

 
 =

= 12 · 8 — 
9
5

 · 8 · 4 = 96 — 57,6 = 38,4 (ìëí. ãðí.).

  1. Дайте визначення визначеного інтеграла.
  2. Перелічіть основні властивості визначеного інтеграла.
  3. В чому полягає геометричний зміст визначеного інтеграла?
  4. Напишіть формули для знаходження площі плоскої фігури

за допомогою визначеного інтеграла.
  5. За якими формулами знаходять об’єм тіла обертання?
  6. Напишіть формули для обчислення шляху, пройденого тілом.
  7. Напишіть формули для обчислення роботи змінної сили.
  8. Наведіть приклади застосування визначеного інтеграла до роз-

в’язування задач економічного змісту.
  9. Обчисліть визначені інтеграли:

   

4 7

2231 0
2 2

) ;   ) ;   ) .
18

dx sinxdx
à xdx á â

cosxx



  
  

 10. Обчисліть площу фігури, яка обмежена лініями:
2)   1;    0;    0;à y x y x   

2   )        .á y x ³ y x 

      ЗАПИТАННЯ І ВПРАВИ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ?



Визначений інтеграл

63

11. Обчисліть об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі ОХ

фігури, яка обмежена лініями:
1

    ;    2;    3;    0.y x x y
x

   

12. Обчисліть об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі ОУ фі-

гури, яка обмежена лініями: 1, 2; 5; 0.x y y y x    

13. Тіло рухається по прямій зі швидкістю V = (2t2 + t) м/с. Об-
числіть шлях, пройдений тілом за перші 6с.

14. Сила в 98,1 Н розтягує пружину на 12 см. Яку роботу вона
виконує?

15. Продуктивність праці бригади робітників протягом зміни
наближено визначається формулою f(t) = —2,53t2 + 24,75t + 111,1,
де t – робочий час у годинах. Визначити об’єм продукції, виготов-
леної бригадою за п’яту робочу годину.

Відповіді: 9. а) 63/8; б) 3; в)3/8. 10. а) 2/3 кв.од.; б) 1/6 кв.од.
11. Ï/6 куб.од. 12. 7,5 куб.од. 13. 162 м. 14. 5,886 Дж. 15.  171 од.
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ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ

Ç äàíî¿ òåìè ñïî÷àòêó âèâ÷³òü § 24–30 ãë. 8 [2], àáî § 1, 2
ãë. 10 [9]. Äàë³ îçíàéîìèòåñü ç ìåòîäè÷íèìè âêàç³âêàìè ç ö³º¿
òåìè ³ óâàæíî ðîçáåð³òü ðîçâ'ÿçêè ïðèêëàä³â ç äàíîãî ïîñ³áíèêà.
Äàéòå â³äïîâ³ä³ íà çàïèòàííÿ ³ âèêîíàéòå âïðàâè äëÿ ñàìîïåðå-
â³ðêè. Ðîçâ’ÿæ³òü íàñòóïí³ çàäà÷³: [2] ãë. 8 § 24 ¹ 8.1 – ¹ 8.8
àáî [9] ãë. 10 ¹ 1 – ¹ 26.

Поняття про диференціальне рівняння

Äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì íàçèâàºòüñÿ ð³âíÿííÿ, ÿêå çâ’ÿçóº
íåçàëåæíó çì³ííó, íåâ³äîìó ôóíêö³þ òà ¿¿ ïîõ³äíó (àáî äèôåðåí-
ö³àë àðãóìåíòó ³ äèôåðåíö³àë ôóíêö³¿).

ßêùî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ìàº ïîõ³äíó àáî äèôåðåíö³àë
íå âèùå ïåðøîãî ïîðÿäêó, òî âîíî íàçèâàºòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèì
ð³âíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó. Çàãàëüíèé âèä òàêîãî ð³âíÿííÿ
F = (x; y; y′) = 0. Çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ
ïåðøîãî ïîðÿäêó íàçèâàºòüñÿ ôóíêö³ÿ y = ϕ(x, c) â³ä x ³ äîâ³ëü-
íî¿ ñòàëî¿ Ñ, ÿêà ïåðåòâîðþº öå ð³âíÿííÿ â òîòîæí³ñòü. Çàãàëü-
íèé ðîçâ’ÿçîê, çàïèñàíèé ó íåÿâíîìó âèä³ ϕ(x; y; c) = 0 íàçèâàºòüñÿ
çàãàëüíèì ³íòåãðàëîì.

×àñòèííèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ ( ); ; 0F x y y′ =  íàçèâàºòüñÿ ðîç-

â’ÿçîê, ÿêèé îòðèìóþòü ³ç çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ïðè ô³êñîâàíîìó
çíà÷åíí³ ( )0: ;C y y Cϕ= , äå 0C  – ô³êñîâàíå ÷èñëî.

 ×àñòèííèì ³íòåãðàëîì ð³âíÿííÿ ( ); ; 0F x y y′ = íàçèâàºòüñÿ ³í-

òåãðàë, ÿêèé îòðèìóþòü ³ç çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ïðè ô³êñîâàíîìó
çíà÷åíí³ C: ( )0;y y Cϕ= .

Ãðàô³ê ëþáîãî ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ
( ); ; 0  F x y y′ = íàçèâàºòüñÿ ³íòåãðàëüíîþ êðèâîþ. Çàãàëüíîìó ðîç-
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â'ÿçêó (³ çàãàëüíîìó ³íòåãðàëó) öüîãî ð³âíÿííÿ â³äïîâ³äàº ñ³ìåéñòâî
³íòåãðàëüíèõ êðèâèõ, ÿê³ çàëåæàòü â³ä îäíîãî ïàðàìåòðà Ñ.

Ïðèêëàä 1. Ñêëàñòè ð³âíÿííÿ êðèâî¿ y = f(x), ÿêùî êóòîâèé
êîåô³ö³ºíò äîòè÷íî¿, ÿêà ïðîâåäåíà â ëþá³é òî÷ö³ êðèâî¿, äîð³â-
íþº 2õ.

Ðîçâ'ÿçîê. Òàê ÿê íà îñíîâ³ ãåîìåòðè÷íîãî çì³ñòó ïîõ³äíî¿

.,äîòy k′ =  òî îòðèìàºìî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó: 2y x′ = ; 2 ;
dó

x
dx

= 2 .dy xdx=

Ùîá çíàéòè øóêàíó ôóíêö³þ ( )y f x= , ïîòð³áíî ïðî³íòåãðóâà-

òè îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ: 2dy xdx=∫ ∫ . Çâ³äñè îòðèìàºìî çàãàëü-

íèé ðîçâ’ÿçîê äèôåðåíö³-
àëüíîãî ð³âíÿííÿ: y = x2 +
+ C. Ãåîìåòðè÷íî öåé
ðîçâ’ÿçîê ïðåäñòàâëÿº ñî-
áîþ ñ³ìåéñòâî ïàðàáîë
(ðèñ. 21) ç âåðøèíîþ íà
îñ³ ÎÓ, ñèìåòðè÷íèõ â³ä-
íîñíî ö³º¿ îñ³.

Ùîá ³ç çàãàëüíîãî ðîç-
â'ÿçêó âèä³ëèòè ÷àñòèí-
íèé ðîçâ’ÿçîê, ïîòð³áíî
çàäàòè ïî÷àòêîâ³ óìîâè.
Íåõàé 1 y = −  ïðè 1x = ;
òîä³ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ïðèéìå âèãëÿä —1 = 1 + Ñ,
çâ³äñè Ñ = -2.

Ãåîìåòðè÷íî ÷àñòèí-
íèé ðîçâ'ÿçîê y = x2 — 2
ïðåäñòàâëÿº ñîáîþ ïàðà-
áîëó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó (1, —1) (ðèñ. 21).

Ðèñ. 21
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Диференціальні рівняння
з відокремлюваними змінними.

Çàãàëüíèé âèä òàêîãî ð³âíÿííÿ

( ) ( ) ( ) ( )1 1  X x Y y dx X x Y y dy⋅ + ⋅ = 0,

äå ( ) ( )1,X x X x  ôóíêö³¿ â³ä õ, ( ) ( )1,   Y y Y y – ôóíêö³¿ ò³ëüêè â³ä ó.

ßêùî ðîçä³ëèòè îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ íà äîáóòîê
( ) ( )1 0X x Y y⋅ ≠ , òî îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ ç ðîçä³ëåíèìè çì³ííèìè:

( )
( )

( )
( )

1

1

0.
X x Y y

dx dy
X x Y y

+ =

Çàãàëüíèé ³íòåãðàë öüîãî ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä:

( )
( )

( )
( )

1

1

.
X x Y y

dx dy C
X x Y y

+ =∫ ∫

Çàóâàæåííÿ. ßêùî äîáóòîê ( ) ( )1 0X x Y y dõ⋅ = , ïðè  x a=  ³

y b= , òî ö³ ôóíêö³¿ x a=  ³ y b=  ÿâëÿþòüñÿ ðîçâ’ÿçêîì äèôå-
ðåíö³éíîãî ð³âíÿííÿ ïðè óìîâ³, ùî ïðè öèõ çíà÷åííÿõ õ ³ ó ð³â-
íÿííÿ íå ãóáèòü ÷èñëîâîãî ñìèñëó. Ãåîìåòðè÷íî ö³ ðîçâ'ÿçêè
ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ïðÿì³, ïàðàëåëüí³ îñÿì êîîðäèíàò.

Ïðèêëàä 2. Ðîçâ’ÿçàòè ð³âíÿííÿ 2 .  
1

xy
y

x
′ =

+
Çíàéòè ÷àñòèí-

íèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâè 3 y =  ïðè 2 2x = .

Ðîçâ'ÿçîê. Òàê ÿê y′ = ,
dy
dx

 òî 2 1
dy xy
dx x

=
+

 çâ³äñè ( 2 1)x dy+ =

= xydx. Ðîçä³ëèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ íà äîáóòîê y( 2 1) :x +

2 1
dy xdx
y x

=
+

²íòåãðóþ÷è, çíàõîäèìî

 ( )2
12

1
; ln ln 1 ln

21
dy xdx

y x C
y x

= = + +
+∫ ∫
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Ï³ñëÿ ïîòåíö³þâàííÿ îòðèìàºìî ðîçâ'ÿçîê 2
1 1,y C x= +

çâ³äñè 2
1 1,y C x= ± +  àáî 2 1, y C x= +  äå 1.C C= ±

Äîáóòîê ( )2 1 0y x + =  ïðè 0; y =  òàê ÿê ïðè öüîìó çíà÷åíí³

ó äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ íå ãóáèòü ÷èñëîâîãî çì³ñòó, òî ó = 0 –

ðîçâ'ÿçîê ð³âíÿííÿ. Àëå âîíî âõîäèòü ó ðîçâ'ÿçîê 2 1y C x= +
ïðè Ñ = 0. Çíà÷èòü, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä y =

2 1.C x= +
ßêùî ï³äñòàâèòè ó çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çíà÷åííÿ ó = 3 ³
2 2,x =  îòðèìàºìî 3 = 3Ñ, çâ³äñè Ñ = 1. ×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê,

ùî çàäîâîëüíÿº äàí³é óìîâ³, ìàº âèãëÿä 2 1.y x= +
Ïðèêëàä 3. Ðîçâ’ÿçàòè ð³âíÿííÿ 2xsinydx + (x2 + 3)cosydy = 0.

Çíàéòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâè  
2

y
π

=

ïðè x = 1.
Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçä³ëèìî êîæíèé ÷ëåí ð³âíÿííÿ íà äîáóòîê (x2 +

+ 3)siny:

2

2
0.

3
xdx cosydy

sinyx
+ =

+

²íòåãðóþ÷è, çíàõîäèìî:

( ) ( )2

1 12 2

3 sin2 cos
;  

sin sin3 3

d x d yxdx ydy
C C

y yx x

+
+ = + =

+ +∫ ∫ ∫ ∫

( )2
1ln 3 ln sinx y C+ + =

Ï³ñëÿ ïîòåíö³þâàííÿ îòðèìàºìî:

( 12 3) | sin | Cx y e+ = ;  ( 12 3) sin ,Cx y e+ = ±
àáî

( 2 3) sin ,x y C+ =

äå Ñ = 1Ce± . Çâ³äñè 2sin .
3

C
y

x
=

+
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 Ï³äñòàâèâøè â çàãàëüíèé ³íòåãðàë çíà÷åííÿ y =  
2
π

 ³ õ = 1,

îòðèìàºìî 1 = 
( )

, 
1 3
C
+

 çâ³äñè 4.C =  ×àñòèííèé ³íòåãðàë, ÿêèé

çàäîâîëüíÿº äàí³é óìîâ³, ìàº âèãëÿä 2

4
sin

3
y

x
=

+
.

Ïðèêëàä 4. Ðîçâ’ÿçàòè ð³âíÿííÿ

( ) ( )21 2 1 0. y ye x dy x e dx+ − + =

Çíàéòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâè ó = 0 ïðè
õ = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðåíåñåìî äðóãèé ÷ëåí ð³âíÿííÿ ó ïðàâó ÷àñòèíó
³ ðîçä³ëèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè íà äîáóòîê ( ) ( )21 1 :ye x+ +

2

2
.

1 1

y

y

e dy xdx
e x

=
+ +

²íòåãðóþ÷è, îòðèìóºìî

( ) ( )2

2 2

1 12
;    ;

1 1 1 1

yy

y y

d e d xe dy xdx
e x e x

+ +
= =

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )21 1 .yln e ln x lnC+ = + +

Ï³ñëÿ ïîòåíö³þâàííÿ îòðèìàºìî çàãàëüíèé ³íòåãðàë ð³âíÿííÿ:

( )21 1 .ye C x+ = +

Ï³äñòàâèâøè ó çàãàëüíèé ³íòåãðàë çíà÷åííÿ ó = 0 ³ õ = 0,
îòðèìàºìî 1 + 1 = Ñ, çâ³äêè Ñ = 2. ×àñòèííèé ³íòåãðàë ð³âíÿí-
íÿ, ÿêèé çàäîâîëüíÿº äàí³é óìîâ³, ìàº âèãëÿä ( )21 2 1 .ye x+ = +
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1. ßêå ð³âíÿííÿ íàçèâàºòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèì?
2. Äàéòå âèçíà÷åííÿ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî

ïîðÿäêó.
3. Äàéòå âèçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ³ çàãàëüíîãî ³íòåãðàëà

äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó.
4. Äàéòå âèçíà÷åííÿ ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó ³ ÷àñòèííîãî ³í-

òåãðàëà ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó.
5. Ðîçâ’ÿæ³òü äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ³ çíàéä³òü ÷àñòèíí³

ðîçâ'ÿçêè (÷àñòèíí³ ³íòåãðàëè), ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü äàíèì óìîâàì:
à) ( ) ( )2 2 0;   1  ïðè   2xy x dx y x y dy y x+ − − = = =

á) ( ) ( )1 1 0;   0  ïðè   0x y y xe e dx e e dy y x+ + + = = =

6. Çíàéä³òü ÷àñòèíí³ ðîçâ'ÿçêè (÷àñòèíí³ ³íòåãðàëè) äèôåðåí-
ö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü äàíèì óìîâàì:

 à) 
3

'
3 ; 2  ïðè  3;

y
y y x

x
= = =

 á) 
1

tg 1 ;   ïðè .
2 6

y x y y x
π−

=′ = + =

Â³äïîâ³ä³: 5. à) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 ; 1 1 6y x C y x+ − = + − = −

                 á) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ; 1 1 4.y x y xe e C e e+ − = + − =

              6. à) 2y = 
( )

2

2

6

6

x

x +
 ; á) sin 1.y x= −

      ЗАПИТАННЯ І ВПРАВИ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ?
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ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ

Ç äàíî¿ òåìè ñïî÷àòêó âèâ÷³òü § 18 (1–3) ãë. 6, §20–23 ãë. 7 [2]
àáî §1–9 ãë. 11 [9]. Äàë³ îçíàéîìèòåñü ç ìåòîäè÷íèìè âêàç³âêàìè
ç ö³º¿ òåìè ³ óâàæíî ðîçáåð³òü ðîçâ'ÿçêè ïðèêëàä³â ç äàíîãî ïîñ³-
áíèêà. Äàéòå â³äïîâ³ä³ íà çàïèòàííÿ ³ âèêîíàéòå âïðàâè äëÿ ñà-
ìîïåðåâ³ðêè. Ðîçâ’ÿæ³òü íàñòóïí³ çàäà÷³: [2] ãë. 7 § 20 ¹ 8.1–8.8
àáî [9] ãë. 11 ¹ 1–16.

Âèïàäêîâ³ ä³¿. Éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿. Òåîð³ÿ éìîâ³ðíîñòåé º ï³ä-
´ðóíòÿì äëÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ³ ïðèêëàäíî¿ ñòàòèñòèêè, ÿêà â ñâîþ
÷åðãó âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè ïëàíóâàíí³ òà îðãàí³çàö³¿ âèðîáíèöòâà,
â àíàë³ç³ òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â, ó ïñèõîëîã³¿, ìåäèöèí³ òà âèá³ð-
êîâîìó êîíòðîë³.

 Ó çâ’ÿçêó ç òèì, ùî åêîíîì³÷íà ³íôîðìàö³ÿ º íå äîñèòü òî÷íîþ
³ ÷àñòî íîñèòü âèïàäêîâèé õàðàêòåð, ïåðåâàæíà á³ëüø³ñòü åêî-
íîì³÷íèõ çàäà÷ ìîäåëþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ éìîâ³ðí³ñíèõ ÷è ñòà-
òèñòè÷íèõ ìåòîä³â. Ñïîñîáè ïîáóäîâè òàêèõ íàéïðîñò³øèõ ìîäåëåé
ðîçãëÿäàþòüñÿ â êóðñ³ òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íî¿ ñòà-
òèñòèêè.

 Çíàííÿ çàêîíîì³ðíîñòåé, ÿêèì ï³äïîðÿäêîâóþòüñÿ ìàñîâ³
âèïàäêîâ³ ïîä³¿, äîçâîëÿº ïåðåäáà÷èòè, ÿê ö³ ïîä³¿ áóäóòü ðîçâè-
âàòèñÿ, îñê³ëüêè äîñèòü âåëèêà ê³ëüê³ñòü îäíîð³äíèõ âèïàäêîâèõ
ïîä³é íåçàëåæíî â³ä ¿õ êîíêðåòíî¿ ïðèðîäè ï³äïîðÿäêîâóþòüñÿ
äåÿêèì çàêîíîì³ðíîñòÿì, à ñàìå – éìîâ³ðí³ñíèì.

 Òåîð³ÿ éìîâ³ðíîñòåé – öå ìàòåìàòè÷íà íàóêà, ÿêà âèâ÷àº çà-
êîíîì³ðí³ñòü ó âèïàäêîâèõ ïîä³ÿõ. Äî îñíîâíèõ ïîíÿòü òåîð³¿
éìîâ³ðíîñòåé â³äíîñÿòüñÿ âèïðîáóâàííÿ ³ ïîä³¿.

Ï³ä âèïðîáóâàííÿì (äîñë³äîì) ðîçóì³þòü ðåàë³çàö³þ äàíîãî êîì-
ïëåêñó óìîâ, â ðåçóëüòàò³ ÿêîãî îáîâ’ÿçêîâî â³äáóäåòüñÿ ÿêà-íåáóäü
ïîä³ÿ.

Íàïðèêëàä, êèäàííÿ ìîíåòè – âèïðîáóâàííÿ; ïîÿâà ãåðáà
àáî öèôðè – ïîä³ÿ.
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Âèïàäêîâîþ ïîä³ºþ íàçèâàºòüñÿ ïîä³ÿ, ÿêà çâ’ÿçàíà ç äàíèì
âèïðîáóâàííÿì, ÿêå ïðè çä³éñíåí³ âèïðîáóâàííÿ ìîæå â³äáóòèñÿ, à
ìîæå ³ íå â³äáóòèñÿ. Ñëîâî «âèïàäêîâà» äëÿ ñòèñëîñò³ ÷àñòî îïó-
ñêàþòü ³ ãîâîðÿòü ïðîñòî «ïîä³ÿ». Íàïðèêëàä, ñòð³ëÿòè â ö³ëü –
öå ñïðîáà (äîñë³ä), âèïàäêîâ³ ïîä³¿ â ö³é ñïðîá³ – ïîïàäàííÿ â
ö³ëü àáî ïðîìàõ.

Ïîä³ÿ íàçèâàºòüñÿ â³ðîã³äíîþ, ÿêùî â ðåçóëüòàò³ äîñë³äó âîíà
îáîâ’ÿçêîâî ïîâèííà â³äáóòèñÿ, ³ íåìîæëèâîþ, ÿêùî âîíà, çíàþ÷è
ïðî öå, íå â³äáóäåòüñÿ. Íàïðèêëàä, âèïàäàííÿ íå á³ëüøå øåñòè
î÷ê³â ïðè êèäàíí³ ãðàëüíî¿ êîñò³ – äîñòîâ³ðíà ïîä³ÿ; âèïàäàííÿ
äåñÿòè î÷ê³â ïðè êèäàíí³ ãðàëüíî¿ êîñò³ – íåìîæëèâà ïîä³ÿ.

 Ïîä³¿ íàçèâàþòüñÿ ñóì³ñíèìè, ÿêùî ïîÿâà îäí³º¿ ç íèõ íå âè-
êëþ÷àº ìîæëèâîñò³ ïîÿâè ³íøèõ (íå îáîâ’ÿçêîâî îäíî÷àñíî).

Ïîä³¿ íàçèâàþòüñÿ íåñóì³ñíèìè, ÿêùî ïîÿâà îäí³º¿ ç íèõ íå âè-
êëþ÷àº ïîÿâó ³íøèõ ïîä³é â îäíîìó ³ òîìó æ âèïðîáóâàíí³. Íà-
ïðèêëàä, ïîïàäàííÿ ³ ïðîìàõ ïðè îäíîìó âèñòð³ë³ – öå íåñóì³-
ñí³ ïîä³¿.

Äåê³ëüêà ïîä³é â äàíîìó äîñë³ä³ óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ïîä³é,
ÿêùî â ðåçóëüòàò³ äîñë³äó îáîâ’ÿçêîâî ïîâèííà â³äáóòèñÿ õî÷à á
îäíà ç íèõ. Íàïðèêëàä, ïðè êèäàíí³ ãðàëüíî¿ êîñò³ ïîä³¿, ÿê³
ñêëàäàþòüñÿ ç âèïàäàííÿ îäíîãî, äâîõ, òðüîõ, ÷îòèðüîõ, ï’ÿòè ³
øåñòè î÷ê³â, óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ïîä³é.

Ïîä³¿ íàçèâàþòüñÿ ð³âíîìîæëèâèìè, ÿêùî í³ îäíà ç íèõ íå ÿâëÿ-
ºòüñÿ îá’ºêòèâíî á³ëüø ìîæëèâà, í³æ ³íøà. Íàïðèêëàä, ïðè êèäàíí³
ìîíåòè âèïàäàííÿ ãåðáà àáî ÷èñëà – ïîä³¿ îäíàêîâî ìîæëèâ³.

Êîæíà ïîä³ÿ âîëîä³º ÿêîþñü ñòóï³ííþ ìîæëèâîñòåé. ×èñëîâà
ì³ðà ñòóïåíÿ îá’ºêòèâíî¿ ìîæëèâîñò³ ïîä³¿ – öå éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿.
Éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ À ïîçíà÷àºòüñÿ Ð(À).

Íåõàé ³ç ñèñòåìè n íåñóì³ñíèõ ð³âíîìîæëèâèõ ïî÷àòêîâèõ
âèïðîáóâàíü m íàñë³äê³â ñïðèÿþòü ïîä³¿ À. Òîä³ éìîâ³ðí³ñòþ ïî-
ä³¿ À íàçèâàºòüñÿ â³äíîøåííÿ ÷èñëà íàñë³äê³â m, ÿê³ ñïðèÿþòü
íàñòàííþ äàíî¿ ïîä³¿ À, äî ÷èñëà n óñ³õ íàñë³äê³â, òîáòî

( ) / .=P A m n

Öÿ ôîðìóëà íîñèòü íàçâó êëàñè÷íîãî îçíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³.
ßêùî Â – â³ðîã³äíà ïîä³ÿ, òî m = n ³ Ð(Â) = 1; ÿêùî Ñ – íåìîæ-
ëèâà ïîä³ÿ, òî m = 0 ³ Ð(Ñ) = 0; ÿêùî À – âèïàäêîâà ïîä³ÿ, òî

( )    1.≤ ≤m n і P A



Елементи теорії ймовірностей

72

Òàêèì ÷èíîì, éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ çíàõîäèòüñÿ â òàêèõ ìåæàõ:

( )0 1.≤ ≤P A

Ïðèêëàä 1. Ãðàéëèâó ê³ñòü ï³äêèäàþòü îäèí ðàç. Çíàéòè éìîâ³ð-
í³ñòü ïîä³¿: À – ïîÿâà ïàðíîãî ÷èñëà î÷ê³â; Â – ïîÿâà íå ìåíøå
ï’ÿòè î÷ê³â; Ñ – ïîÿâà íå á³ëüøå ï’ÿòè î÷ê³â.

Ðîçâ'ÿçîê. Äîñë³ä ìàº ø³ñòü ð³âíîìîæëèâèõ âèõîä³â (ïîÿâà îä-
íîãî, äâîõ, òðüîõ, ÷îòèðüîõ, ï’ÿòè, øåñòè î÷ê³â), ÿê³ óòâîðþþòü
ïîâíó ñèñòåìó.

Ïîä³¿ À ñïðèÿþòü òðè âèõîäè (âèïàäàííÿ äâîõ, ÷îòèðüîõ, øåñòè
î÷ê³â), òîìó Ð(À) = 3/6 = 1/2; ïîä³¿ Â – äâà âèõîäè (âèïàäàííÿ ï’ÿòè
³ øåñòè î÷ê³â), Ð(Â) = 2/6=1/3; ïîä³¿ Ñ – ï’ÿòü âèõîä³â (âèïàäàííÿ
îäíîãî, äâîõ, òðüîõ, ÷îòèðüîõ ³ ï’ÿòè î÷ê³â), òîìó Ð(Ñ) = 5/6.

Ïðè îá÷èñëåí³ éìîâ³ðíîñò³ ÷àñòî ïðèõîäèòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè
ôîðìóëè êîìá³íàòîðèêè.

 Основні поняття комбінаторики

 Êîìá³íàòîðèêà – ðîçä³ë ìàòåìàòèêè ïðî âèá³ð ³ ðîçì³ùåí-
íÿ åëåìåíò³â äåÿêî¿ ìíîæèíè íà îñíîâ³ ÿêèõ-íåáóäü óìîâ. Ñàìå
êîìá³íàòîðèêà áóëà ôóíäàìåíòàëüíîþ îñíîâîþ ïî÷àòê³â òåîð³¿
éìîâ³ðíîñòåé.

 Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ êîìá³íàòîðíèõ çàäà÷ äîâîäèòüñÿ ðîçãëÿ-
äàòè ñê³í÷åíí³ ìíîæèíè, ñêëàäåí³ ç åëåìåíò³â áóäü-ÿêî¿ ïðèðîäè,
òà ¿õ ï³äìíîæèíè. Çàëåæíî â³ä óìîâè çàäà÷³ ðîçãëÿäàþòüñÿ ñê³í-
÷åíí³ ìíîæèíè, â ÿêèõ ³ñòîòíèì º àáî ïîðÿäîê åëåìåíò³â, àáî
ïåðøå ³ äðóãå îäíî÷àñíî. Òàê³ ñê³í÷åíí³ ìíîæèíè ä³ñòàëè ïåâíó
íàçâó: ðîçì³ùåííÿ, ïåðåñòàíîâêè, ñïîëó÷åííÿ.

Ðîçì³ùåííÿ. Íåõàé äàíî ìíîæèíó, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç n åëå-
ìåíò³â. Óñÿêà ¿¿ óïîðÿäêîâàíà ï³äìíîæèíà, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç m
åëåìåíò³â, íàçèâàºòüñÿ ðîçì³ùåííÿì ç n åëåìåíò³â ïî m åëåìåíò³â.

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâàº, ùî 0   ≤ ≤m n ³ ùî ðîçì³ùåííÿ ç n åëå-
ìåíò³â ïî m — öå âñ³ m – åëåìåíòè ï³äìíîæèíè, ÿê³ â³äð³çíÿ-
þòüñÿ ñêëàäîì åëåìåíò³â.

×èñëî ðîçì³ùåíü ç n åëåìåíò³â ïî m åëåìåíò³â ïîçíà÷àþòüñÿ
m
nA ³ çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëîþ ( )( ) ( )1 2 . 1 .= − − … − +m

nA n n n n m
Äîáóòîê 1 ⋅ 2 ⋅ 3 … (n — 1)n ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè çíàêîì !n  (÷è-

òàºòüñÿ n -ôàêòîð³àë); ïðè öüîìó ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî 0! = 1, 1! = 1.
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Òîìó, ôîðìóëó ÷èñëà ðîçì³ùåíü ç n  åëåìåíò³â ïî m åëåìåíò³â
ìîæíà çàïèñóâàòè ³ â ³íøîìó âèãëÿä³:

( )
!

!
=

−
m
n

nA
n m

Ïðèêëàä 2. Ñê³ëüêîìà ñïîñîáàìè çáîðè, ÿê³ ñêëàäàþòüñÿ ³ç
30 ÷îëîâ³ê, ìîæóòü âèáðàòè ç ïðèñóòí³õ ïðåçèä³þ â ñêëàä³ ãîëîâè,
ñåêðåòàðÿ ³ ÷ëåíà ïðåçèä³¿?

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêëàä ïðåçèä³¿ çáîð³â ÿâëÿºòüñÿ óïîðÿäêîâàíîþ ìíî-
æèíîþ ³ç 30 åëåìåíò³â ïî òðè åëåìåíòà. Çíà÷èòü, øóêàíå ÷èñëî
ñïîñîá³â äîð³âíþº ÷èñëó ðîçì³ùåíü ç 30 åëåìåíò³â ïî òðè åëåìåíòà
â êîæíîìó:

3
30 30 29 28 24360, = ⋅ ⋅ =A

àáî
3
30

30! 30 29 28 24360.
27!

= = ⋅ ⋅ =A

Ïåðåñòàíîâêè. Ðîçì³ùåííÿ ç n åëåìåíò³â ïî n åëåìåíò³â íà-
çèâàºòüñÿ ïåðåñòàíîâêàìè ç n åëåìåíò³â. Ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿþòüñÿ
÷àñòèííèì âèïàäêîì ðîçì³ùåíü. Òàê ÿê êîæíà ïåðåñòàíîâêà ìàº
âñ³ n åëåìåíò³â ìíîæèíè, òî ð³çí³ ïåðåñòàíîâêè â³äð³çíÿþòüñÿ
îäíà â³ä äðóãî¿ ò³ëüêè ÷èñëîì åëåìåíò³â. ×èñëî âñ³õ ïåðåñòàíî-
âîê ç n åëåìåíò³â äàíî¿ ìíîæèíè ïîçíà÷àþòüñÿ nP . Âîíî äîð³â-
íþº äîáóòêó ïîñë³äîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë â³ä 1 äî n âêëþ÷íî:

1 2 3 != ⋅ ⋅ ⋅…⋅ =nP n n

Ïðèêëàä 3. Ñê³ëüêè ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè ç
÷îòèðüîõ öèôð 1; 2; 3; 4 áåç ïîâòîðåíü?

Ðîçâ'ÿçîê. Çà óìîâîþ çàäàíà ìíîæèíà ç ÷îòèðüîõ åëåìåíò³â, ÿê³
ïîòðåáóþòü ðîçòàøóâàíü ó âèçíà÷åíîìó ïîðÿäêó. Çíà÷èòü, ïî-
òð³áíî çíàéòè ê³ëüê³ñòü ïåðåñòàíîâîê ³ç ÷îòèðüîõ åëåìåíò³â:

4 4! 1 2 3 4 24,= = ⋅ ⋅ ⋅ =P

òîáòî ç öèôð 1; 2; 3; 4 ìîæíà ñêëàñòè 24 ÷îòèðüîõçíà÷íèõ ÷èñëà
(áåç ïîâòîðåíü).

Ñïîëó÷åííÿ. Íåõàé äàíî ñê³í÷åíó ìíîæèíó, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ
ç n åëåìåíò³â. Óñÿêà ¿¿ m— åëåìåíòíà ï³äìíîæèíà ( )≤m n  íàçè-

âàºòüñÿ ñïîëó÷åííÿì ç n åëåìåíò³â ïî m.
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×èñëî ñïîëó÷åíü ç n åëåìåíò³â ïî m ïîçíà÷àþòü m
nC . Öå ÷èñëî

çíàõîäÿòü çà ôîðìóëîþ =
m

m n
n

m

AC
P

, ÿêó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

( )
!

! !
=

−
m
n

nC
m n m

 ,

àáî
( )( ) ( )1 2 1

!
− − … − +

=m
n

n n n n m
C

m
.

Êð³ì òîãî, ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ êîðèñòóþòüñÿ ôîðìóëà-
ìè, ÿê³ âèðàæàþòü îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ ñïîëó÷åíü:

( )0 ;−= ≤ ≤m n m
n nC C m n

1
1

− +
++ =m n m m

n n nC C C .

Ïðèêëàä 4. Ñê³ëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçïîä³ëèòè 12 ÷î-
ëîâ³ê â áðèãàäè, ÿêùî â êîæí³é áðèãàä³ ïî 6 ÷îëîâ³ê?

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêëàä êîæíî¿ áðèãàäè ÿâëÿºòüñÿ ê³íöåâîþ ìíî-
æèíîþ ç 12 åëåìåíò³â ïî 6. Çíà÷èòü, øóêàíå ÷èñëî ñïîñîá³â äî-
ð³âíþº ÷èñëó ñïîëó÷åíü ç 12 åëåìåíò³â ïî 6 â êîæíîìó:

6
12

12 11 10 9 8 7 924
1 2 3 4 5 6
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

C .

Приклади безпосереднього обчислення ймовірностей

Ïðèêëàä 5. Â óðí³ º 6 á³ëèõ ³ 5 ÷îðíèõ êóëü. Ç óðíè îäíî÷àñ-
íî âèéìàþòü äâ³ êóë³. Çíàéä³òü éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî äâ³ íà-
âìàííÿ âèáðàí³ êóë³ áóäóòü á³ë³(ïîä³ÿ À).

Ðîçâ'ÿçîê. Òóò ÷èñëî ð³âíîìîæëèâèõ íåçàëåæíèõ íàñë³äê³â
ñêëàäàº

2
11

11 10 55.
1 2
⋅

= = =
⋅

n C

Ïîä³¿ À ñïðèÿþòü 2
6

6 5 15
1 2
⋅

= =
⋅

C  íàñë³äê³â. Â³äïîâ³äíî,

( ) 15 3 .
55 11

= =P A
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Ïðèêëàä 6. Ó ïàðò³¿ ç 20 äåòàëåé – ÷îòèðè áðàêîâàíèõ. Çíàéòè
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ñåðåä ï’ÿòè âçÿòèõ íàâìàííÿ äåòàëåé áóäå
äâ³ áðàêîâàíèõ (ïîä³ÿ Â).

Ðîçâ'ÿçîê. Òóò ÷èñëî ð³âíîìîæëèâèõ íåçàëåæíèõ íàñë³äê³â
äîð³âíþº:

5
20

20 19 18 17 16 15504.
1 2 3 4 5
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= = =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

n C

Ï³äðàõóºìî ÷èñëî íàñë³äê³â m , ÿê³ ñïðèÿþòü ïîä³¿ Â. Ñåðåä
ï’ÿòè âçÿòèõ âèðîá³â áóäå äâà áðàêîâàíèõ ³ òðè ñòàíäàðòíèõ. Äâà

áðàêîâàíèõ âèðîáè ³ç ÷îòèðüîõ ìîæíà âèáðàòè 2
4

4 3 6
1 2
⋅

= =
⋅

C  ñïîñî-

áàìè, à òðè ñòàíäàðòíèõ äåòàë³ ³ç 16 ìîæíà âèáðàòè 3
16

16 15 14
1 2 3
⋅ ⋅

= =
⋅ ⋅

C

= 560 ñïîñîáàìè. Êîæíà êîìá³íàö³ÿ áðàêîâàíèõ äåòàëåé ìîæå
ñïîëó÷àòèñÿ ç êîæíîþ êîìá³íàö³ºþ ñòàíäàðòíèõ äåòàëåé, òîìó m =
= 560 ⋅ 6 = 3360. Â³äïîâ³äíî,

( ) 3360 70 0,2
15504 323

= = =P B .

Ïðèêëàä 7. Äåâ’ÿòü ð³çíèõ êíèã ðîçòàøîâàí³ íàâìàííÿ íà
îäí³é ïîëèö³. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ÷îòèðè âèçíà÷åí³
êíèãè áóäóòü ïîñòàâëåí³ ïîðÿä (ïîä³ÿ Ñ).

Ðîçâ'ÿçîê. Òóò ÷èñëî ð³âíîìîæëèâèõ íåçàëåæíèõ íàñë³äê³â º

9 9!  = =n P Ï³äðàõóºìî ÷èñëî íàñë³äê³â m , ÿê³ ñïðèÿþòü ïîä³¿ Ñ.
Óÿâèìî ñîá³, ùî ÷îòèðè âèçíà÷åí³ êíèãè çâ’ÿçàí³ ðàçîì. Òîä³ öþ
çâ’ÿçêó ìîæíà ðîçòàøóâàòè íà ïîëèö³ 6 6!=P  ñïîñîáàìè (çâ’ÿçêà
ïëþñ ³íø³ ï’ÿòü êíèã). Â ñåðåäèí³ çâ’ÿçêè ÷îòèðè êíèãè ìîæíà
ïåðåñòàâëÿòè 4 4!=P  ìåòîäàìè. Ïðè öüîìó êîæíà êîìá³íàö³ÿ âñå-

ðåäèí³ çâ’ÿçêè ìîæå ñïîëó÷àòèñÿ ç êîæíèì ³ç 6P  ñïîñîá³â óòâî-

ðåííÿ çâ’ÿçêè, òîáòî 6 4= ⋅m P P . Â³äïîâ³äíî,

( ) 6 4

9

1
21

⋅
= =
P PP C
P

.
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 Економічний зміст теорії ймовірностей

 Ìåòîäè òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé ÷àñòî çàñòîñîâóþòüñÿ â ð³çíèõ ñôå-
ðàõ íàóêè ³ òåõí³êè: â òåîð³¿ íàä³éíîñò³, òåîð³¿ ìàñîâîãî îáñëóãî-
âóâàííÿ, â òåîðåòè÷í³é ô³çèö³, ãåîäåç³¿, àñòðîíîì³¿, òåîð³¿ ïîìèëîê
ñïîñòåðåæåíü, òåîð³¿ àâòîìàòè÷íîãî óïðàâë³ííÿ, çàãàëüí³é òåîð³¿
çâ’ÿçêó òà â áàãàòüîõ ³íøèõ íàóêàõ. Òåîð³ÿ éìîâ³ðíîñòåé º ï³ä-
´ðóíòÿì äëÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ³ ïðèêëàäíî¿ ñòàòèñòèêè, ÿêà â ñâîþ
÷åðãó âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè ïëàíóâàíí³ òà îðãàí³çàö³¿ âèðîáíèöòâà,
â àíàë³ç³ òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â, ó ïñèõîëîã³¿, ìåäèöèí³ òà âèá³ð-
êîâîìó êîíòðîë³.

 Ó çâ’ÿçêó ç òèì, ùî åêîíîì³÷íà ³íôîðìàö³ÿ º íå äîñèòü òî÷-
íîþ ³ ÷àñòî íîñèòü âèïàäêîâèé õàðàêòåð, ïåðåâàæíà á³ëüø³ñòü
åêîíîì³÷íèõ çàäà÷ ìîäåëþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ éìîâ³ðí³ñíèõ ÷è
ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîä³â. Ñïîñîáè ïîáóäîâè òàêèõ íàéïðîñò³øèõ
ìîäåëåé ðîçãëÿäàþòüñÿ â êóðñ³ òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷-
íî¿ ñòàòèñòèêè.

 Ìåòà öüîãî ðîçä³ëó – îçíàéîìèòè ñòóäåíò³â âèùèõ íàâ÷àëü-
íèõ çàêëàä³â ç îñíîâíèìè ïîíÿòòÿìè, ìåòîäàìè, òåîðåìàìè òà ôîð-
ìóëàìè òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íî¿ ñòàòèñòèêè, äîïîìîãòè
¿ì íàáóòè ïåðâèíí³ íàâè÷êè çàñòîñóâàííÿ òåîðåòè÷íîãî ìàòåð³àëó
â áàãàòüîõ âèïàäêàõ, à ñàìå, äëÿ àíàë³çó ðèçèêó.

 Çíàííÿ çàêîíîì³ðíîñòåé, ÿêèì ï³äïîðÿäêîâóþòüñÿ ìàñîâ³
âèïàäêîâ³ ïîä³¿, äîçâîëÿº ïåðåäáà÷èòè, ÿê ö³ ïîä³¿ áóäóòü ðîçâè-
âàòèñÿ, îñê³ëüêè äîñèòü âåëèêà ê³ëüê³ñòü îäíîð³äíèõ âèïàäêîâèõ
ïîä³é íåçàëåæíî â³ä ¿õ êîíêðåòíî¿ ïðèðîäè ï³äïîðÿäêîâóþòüñÿ
äåÿêèì çàêîíîì³ðíîñòÿì, à ñàìå – éìîâ³ðí³ñíèì.

 Ðîçâ’ÿçóâàííÿ íàâåäåíèõ çàäà÷ ïîòðåáóº ãëèáîêîãî îïàíóâàííÿ
ìàòåð³àëó: íåîáõ³äíî çàïðîïîíóâàòè òó ÷è ³íøó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü,
âèáðàòè ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³, îá´ðóíòóâàòè âèá³ð, äàòè ³í-
òåðïðåòàö³þ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â.

 Теореми додавання ймовірностей
для сумісних і несумісних  подій

 Éìîâ³ðí³ñòü ïîÿâè îäí³º¿ ç äâîõ âèïàäêîâèõ íåñóì³ñíèõ ïî-
ä³é äîð³âíþº ñóì³ ¿õ éìîâ³ðíîñòåé:

 Ð(À + Â) = Ð(À) + Ð(Â)

 Äàíå òâåðäæåííÿ ñïðàâäæóºòüñÿ ³ äëÿ n âèïàäêîâèõ ïîä³é.
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 ßêùî âèïàäêîâ³ ïîä³¿ À òà Â ñóì³ñí³, òî éìîâ³ðí³ñòü ¿õ îá’ºä-
íàííÿ äîð³âíþº ñóì³ ¿õ éìîâ³ðíîñòåé áåç éìîâ³ðíîñò³ ¿õ ñóì³ñíî¿
ïîÿâè:

 Ð(À + Â) = Ð(À) + Ð(Â) — Ð(ÀÂ).
 Äàíå òâåðäæåííÿ ñïðàâäæóºòüñÿ ³ äëÿ n âèïàäêîâèõ ïîä³é.
 Éìîâ³ðí³ñòü ñóì³ñíî¿ ïîÿâè äâîõ íåçàëåæíèõ ïîä³é äîð³â-

íþº äîáóòêó éìîâ³ðíîñòåé öèõ ïîä³é:
 Ð(ÀÂ) = Ð(À)Ð(Â).

 Ïðèêëàä 8. Â óðí³ çíàõîäèòüñÿ 30 êóëüîê: 10 ÷åðâîíèõ ³ 15 á³-
ëèõ. Íàâìàííÿ âèéìàþòü îäíó êóëüêó. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî,
ùî âîíà áóäå êîëüîðîâîþ.

 Ðîçâ’ÿçîê. Ïîÿâà êîëüîðîâî¿ êóëüêè îçíà÷àº ïîÿâó àáî ÷åðâîíî¿,
àáî ñèíüî¿ êóë³. Éìîâ³ðí³ñòü ïîÿâè ÷åðâîíî¿ êóë³ (ïîä³ÿ À):

 Ð(À) = 
10
30

 = 
1
3

.

 Éìîâ³ðí³ñòü ïîÿâè ñèíüî¿ êóë³ (ïîä³ÿ Â):

 Ð(Â) = 
5

30
 = 

1
6

.

 Ïîä³¿ À òà Â íåñóì³ñí³ (ïîÿâà êóë³ îäíîãî êîëüîðó âèêëþ÷àº
ïîÿâó êóë³ ³íøîãî êîëüîðó), òîìó çàñòîñîâóºìî òåîðåìó äîäà-
âàííÿ éìîâ³ðíîñòåé äëÿ íåñóì³ñíèõ ïîä³é:

 Ð(À + Â) = Ð(À) + Ð(Â) = 
1
6

 + 
1
3

 = 
1
2

.

 Ïðèêëàä 9. Éìîâ³ðí³ñòü ïîïàäàííÿ â ö³ëü, ÿêùî ñòð³ëÿòè ³ç
ïåðøî¿ ³ äðóãî¿ ãàðìàòè, â³äïîâ³äíî äîð³âíþº Ð1= 0,7, Ð2 = 0,8.
Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü âëó÷åííÿ ïðè îäíîìó çàëï³ õî÷à á îäí³ºþ
ãàðìàòîþ.

 Ðîçâ’ÿçîê. Éìîâ³ðí³ñòü âëó÷èòè â ö³ëü êîæíîþ ³ç ãàðìàò íå
çàëåæèòü â³ä ðåçóëüòàòó ïîñòð³ëó ç ³íøî¿ ãàðìàòè, òîìó ïîä³ÿ À
(âëó÷åííÿ ïåðøî¿ ãàðìàòè) ³ Â (âëó÷åííÿ äðóãî¿ ãàðìàòè) íåçà-
ëåæí³, òîìó çàñòîñîâóºìî òåîðåìó äîäàâàííÿ éìîâ³ðíîñòåé äëÿ
ñóì³ñíèõ ïîä³é:

 Ð(À+Â) = Ð(À) + Ð(Â) — Ð(ÀÂ),

äå Ð(ÀÂ) = Ð(À) · Ð(Â) = 0,7 · 0,8 = 0,56.
 Îòæå, øóêàíà éìîâ³ðí³ñòü Ð(À + Â) = 0,7 + 0,8 — 0,56 = 0,94.
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 Умовна ймовірність та повна група подій

 Âèïàäêîâ³ ïîä³¿ À òà Â íàçèâàþòüñÿ çàëåæíèìè, ÿêùî éìîâ³-
ðí³ñòü ïîÿâè îäí³º¿ ç íèõ çàëåæèòü â³ä ïîÿâè àáî íå ïîÿâè ³íøî¿
ïîä³¿. Â ïðîòèâíîìó âèïàäêó òàê³ ïîä³¿ íàçèâàþòü íåçàëåæíèìè.

 Äåê³ëüêà ïîä³é óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó, ÿêùî â ðåçóëüòàò³
âèïðîáóâàííÿ ç’ÿâèòüñÿ õî÷à á îäíà ç íèõ.

 Ñóìà éìîâ³ðíîñòåé ïîä³é, ÿê³ óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó, äîð³-
âíþº îäèíèö³.

 Óìîâíîþ éìîâ³ðí³ñòþ ÐÀ(Â) íàçèâàºòüñÿ éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ Â,
ÿêà îá÷èñëþºòüñÿ çà óìîâè, ùî ïîä³ÿ À âæå â³äáóëàñÿ. Ôîðìóëà
äëÿ îá÷èñëåííÿ óìîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ìàº âèãëÿä:

 ÐÀ(Â) = 
( )
( )

Р АВ
Р А

; Ð(À) ≠  0.

 1. ÐÀ(Â) = 0, ÿêùî ÀÂ = 0.
 2. ÐÀ(Â) = 1, ÿêùî ÀÂ = Â.
 3. Ó ðåøò³ âèïàäê³â 0 ( ) 1.< <Р В
 Ïðèêëàä 10. Çà ñòàòèñòè÷íèìè äàíèìè ðåìîíòíî¿ ìàéñòåðí³

â ñåðåäíüîìó íà 20 çóïèíîê òîêàðíîãî ñòàíêà ïðèïàäàº: 10 – äëÿ
çàì³íè ð³çöÿ; 3 – ÷åðåç íåñïðàâí³ñòü ïðèâîäó; 2 – ÷åðåç íåñâîº-
÷àñíó ïîäà÷ó çàãîòîâîê. ²íø³ çóïèíêè â³äáóâàþòüñÿ ÷åðåç ³íø³
ïðè÷èíè. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî çóïèíêà â³äáóëàñÿ ÷åðåç
³íø³ ïðè÷èíè.

 Ðîçâ’ÿçîê. Éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî çóïèíêà òîêàðíîãî ñòàíêà

â³äáóëàñÿ äëÿ çàì³íè ð³çöÿ, äîð³âíþº: Ð(À) = 
10
20

 = 0,5. Éìîâ³ðí³ñòü

òîãî, ùî çëàìàâñÿ ïðèâ³ä, äîð³âíþº: Ð(Â) = 
3
20

 = 0,15. Éìîâ³ðí³ñòü

òîãî, ùî çóïèíêà â³äáóëàñÿ ÷åðåç íåñâîº÷àñíó ïîäà÷ó çàãîòîâîê:

Ð(Ñ) = 
2
20

 = 0,1. Îñê³ëüêè, Ð(À), Ð(Â), Ð(Ñ) íåçàëåæí³ ³ óòâîðþ-

þòü ïîâíó ãðóïó ïîä³é ç ïîä³ºþ Ð(D) – çóïèíêà â³äáóëàñÿ ÷åðåç
³íø³ ïðè÷èíè, òî

 Ð(À) + Ð(Â) + Ð(Ñ) + Ð(D) = 1.
 P(D) = 1 — P(A) — P(B) — P(C),
 P(D) = 1 — 0,5 — 0,15 — 0,1 = 0,25.
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 Формула Байєса

 ßêùî âèïðîáóâàííÿ ïðîâåäåíî ³ â ðåçóëüòàò³ íüîãî ïîä³ÿ À
ç’ÿâèëàñÿ, òî óìîâíà éìîâ³ðí³ñòü ÐÀ(ÂÊ) ìîæå íå äîð³âíþâàòè Ð(ÂÊ).

Ïîð³âíÿííÿ öèõ éìîâ³ðíîñòåé äîçâîëÿº ïåðåîö³íèòè éìîâ³ð-
í³ñòü ã³ïîòåçè çà óìîâè, ùî ïîä³ÿ À ç’ÿâèëàñÿ. Äëÿ öüîãî âèêî-
ðèñòîâóþòü ôîðìóëó Áàéºñà:

ÐÀ(ÂÊ) = 
( ) ( )
( ) ( )1

K K
n

K Kk

Ð Â PB A

Ð Â PB A
=

⋅

⋅∑
, k = 1, 2, …, n.

 Ïðèêëàä 11. Äâà àâòîìàòè âèãîòîâëÿþòü îäíàêîâ³ äåòàë³, ÿê³
íàäõîäÿòü íà ñï³ëüíèé êîíâåºð. Ïðîäóêòèâí³ñòü ïåðøîãî àâòî-
ìàòà âäâ³÷³ á³ëüøà çà ïðîäóêòèâí³ñòü äðóãîãî. Ïåðøèé àâòîìàò
âèïóñêàº â ñåðåäíüîìó 60 % äåòàëåé áåç áðàêó, à äðóãèé – 84 %.
Íàâìàííÿ âçÿòà ç êîíâåºðà äåòàëü âèÿâèëàñü áåç áðàêó. Çíàéòè
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî öÿ äåòàëü âèãîòîâëåíà ïåðøèì àâòîìàòîì.

 Ðîçâ’ÿçîê. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç À ïîä³þ – äåòàëü áåç áðàêó.
Ìîæíà ñôîðìóëþâàòè äâ³ ã³ïîòåçè: Â1 – äåòàëü âèãîòîâëåíà ïåð-
øèì àâòîìàòîì (îñê³ëüêè ïåðøèé àâòîìàò âèãîòîâëÿº âäâ³÷³ á³ëüøå

äåòàëåé, í³æ äðóãèé): Ð(Â1) = 
2
3

; Â2 – äåòàëü âèãîòîâëåíà äðóãèì

àâòîìàòîì, ïðè÷îìó Ð(Â2) = 
1
3

. Óìîâíà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî

äåòàëü áóäå áåç áðàêó, ÿêùî âîíà çðîáëåíà ïåðøèì àâòîìàòîì,
äîð³âíþº ( )

1BP A  = 0,6. Óìîâíà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî äåòàëü áóäå

áåç áðàêó, ÿêùî âîíà çðîáëåíà äðóãèì àâòîìàòîì, äîð³âíþº
( )

2BP A  = 0,84. Éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿòà äåòàëü âè-

ÿâèòüñÿ áåç áðàêó, çà ôîðìóëîþ ïîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³ äîð³âíþº:
 Ð(À) = Ð(Â1) · ( )

1BP A  + Ð(Â2) · ( )
2BP A   =

= 
2
3

 · 0,6 + 
1
3

 · 0,84 = 0,68.

 Øóêàíà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî âçÿòà äåòàëü áåç áðàêó âèãîòî-
âëåíà ïåðøèì àâòîìàòîì, çà ôîðìóëîþ Áàéºñà äîð³âíþº:

 ÐÀ(Â1) = 
( ) ( )

( )
11 BP B P A

P A

⋅
 = 

2
0,6

3
0,68

⋅
 = 

10
17

 ·
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1. ßê³ ïîä³¿ íàçèâàþòüñÿ íåìîæëèâèìè, äîñòîâ³ðíèìè?
2. ßê³ ïîä³¿ íàçèâàþòüñÿ íåñóì³ñíèìè, ð³âíîìîæëèâèìè?
3. ßê³ ïîä³¿ âèêîíóþòü ïîâíó ñèñòåìó ïîä³é?
4. Ùî ðîçóì³ºòüñÿ ï³ä éìîâ³ðí³ñòþ ïîä³¿?
5. Äàéòå êëàñè÷íå âèçíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³ ïîä³¿.
6. à) Â óðí³ º 3 á³ëèõ ³ 9 ÷îðíèõ êóëü. ²ç óðíè íàâìàííÿ âèé-

ìàþòü îäíó êóëþ. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî âèòÿãíóòà êóëÿ áóäå
÷îðíà?

á) Â óðí³ º 4 ÷åðâîíèõ ³ 7 ñèí³õ êóëü. ²ç óðíè îäíî÷àñíî
âèéìàþòü äâ³ êóë³. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî îáèäâ³ êóë³ ÷åðâîí³?

â) Ïðåäñòàâíèöòâî ç ôóòáîëó çàáåçïå÷óþòü 18 êîìàíä, ñåðåä
ÿêèõ 5 ë³äèðóþòü. Øëÿõîì æåðåáêóâàííÿ êîìàíäè ðîçïîä³ëåí³
íà äâ³ ãðóïè ïî 9 êîìàíä â êîæí³é. ßêà éìîâ³ðí³ñòü ïîïàäàííÿ
âñ³õ ë³äèðóþ÷èõ êîìàíä â îäíó ãðóïó?

Â³äïîâ³äü: 6. à) 3/4; á) 6/55; â) 1/3.

      ЗАПИТАННЯ І ВПРАВИ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ?
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ

 1. Íà îñ³ àáñöèñ çíàéä³òü òî÷êó, â³äñòàíü ÿêî¿ â³ä òî÷êè À(—3; 4; 8)
äîð³âíþº 12 îä.

 2. Äàíî âåðøèíè À(1; —2; 2), Â(1; 4; 0), Ñ(—4; 1; 1) ³ D(—5; —5; 3) ÷î-
òèðèêóòíèêàABCD. Äîâåä³òü, ùî ä³àãîíàë³ ÀÑ ³ BD âçàºìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðí³.

 3. Îá÷èñëèòè êóò Ñ òðèêóòíèêà ç âåðøèíàìè À(5; 2; —4), Â(9; —8; —3),
Ñ(16; —6; —11).

 4. Äîâåä³òü ùî òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè À(3; —1; 6), Â(—1; 7; —2),
Ñ(1; —3; 3) – ïðÿìîêóòíèé.

 5. Äàíî âåêòîðè { }4; 2; 8m = − −  ³ { }2; 1; 6n = − − . Çíàéòè äîâæèíó âåê-

òîðà 5 7p m n= − .
 6. Íà îñ³ àïë³êàò çíàéä³òü òî÷êó, ð³âíîâ³ääàëåíó â³ä òî÷îê À(4; —1; 2)

³ Â(0; 2; —1).
 7. Äàíî äâ³ âåðøèíè À(2; —3; —5) ³ Â(—1; 3; 2) ïàðàëåëîãðàìà ABCD

³ òî÷êà ïåðåòèíó éîãî ä³àãîíàëåé Ì(4; —1; 7). Çíàéä³òü êîîðäèíàòè äâîõ
³íøèõ âåðøèí ïàðàëåëîãðàìà.

 8. Äîâåä³òü, ùî òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè À(3; —1; 2), Â(0; —4; 2), Ñ(—3;
2; 1) – ð³âíîáåäðåíèé.

 9. Çíàéä³òü êîîðäèíàòè ê³íö³â â³äð³çêà, ÿêèé òî÷êàìè Ñ(2; 0; 2) ³ Ê(5;
—2; 0) ðîçä³ëåíèé íà òðè ð³âí³ ÷àñòèíè.

10. Çíàéòè êóò À òðèêóòíèêà ç âåðøèíàìè À(—3; 5; 6), Â(1; —5; 7), Ñ(8;
—3; —1).

11. Çíàéòè ïåðèìåòð òðèêóòíèêà ç âåðøèíàìè À(8; 0; 7), Â(10; —2; 8),
Ñ(10; —2; 8).

12. Çíàéòè ïî÷àòîê âåêòîðà ( )2; 3; 1 ,a = − − ÿêùî éîãî ê³íåöü ñï³âïà-

äàº ç òî÷êîþ Â(1; —1; 2).
13. Íà îñ³ îðäèíàò çíàéòè òî÷êó, ð³âíîâ³ääàëåíó â³ä òî÷îê Ê(1; —3; 7)

³ Ð(5; 7; —5).
14. Îá÷èñëèòè äîâæèíó ä³àãîíàëåé ïàðàëåëîãðàìà ABCD, ÿêùî â³äîì³

êîîðäèíàòè éîãî âåðøèí: À(1; —3; 0), Â(—2; 4; 1), Ñ(—3; 1; 1).
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15. Îá÷èñëèòè êóò Â òðèêóòíèêà ç âåðøèíàìè À(—1; —2; 4), Â(—4; —2;
0), Ñ(3; —2; 1).

16. Íà îñ³ àáñöèñ çíàéòè òî÷êó, ð³âíîâ³ääàëåíó â³ä òî÷îê À(1; 2; 3),
Â(—2; 1; 3).

17. Äîâåä³òü, ùî ÷îòèðèêóòíèê ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ À(1; 3; 2),
Â(0; 2; 4), Ñ(1; 1; 4), D(2; 2; 2) º ïàðàëåëîãðàìîì.

18. Äîâåä³òü, ùî ÷îòèðèêóòíèê ABCD º ðîìáîì, ÿêùî À(6; 7; 8),
Â(8; 2; 6), Ñ(4; 3; 2), D(2; 8; 4).

19. Äàíî îäèí ê³íåöü â³äð³çêà À(2; 3; —1) ³ éîãî ñåðåäèíà Ñ(1; 1; 1).
Çíàéòè äðóãèé ê³íåöü â³äð³çêà.

20. Äàíî ÷îòèðè òî÷êè: À(0; 1; —1), Â(1; —1; 2), Ñ(3; 1; 0), D(2; —3; 1).
Çíàéòè êîñèíóñ êóòà ϕ  ì³æ âåêòîðàìè AB  ³ CD .

21. Äàíî òðè òî÷êè: À(0; 1; —1), Â(1; —1; 2), Ñ(3; 1; 0). Çíàéòè êóò Ñ
òðèêóòíèêà ÀÂÑ.

22. Òî÷êè À(—3; —2; 0), Â(3; —3; 1) ³ Ñ(5; 0; 2) – òðè ïîñë³äîâí³ âåðøè-
íè ïàðàëåëîãðàìà ÀÂÑD. Çíàéòè éîãî ÷åòâåðòó âåðøèíó D ³ ãîñòðèé êóò
ì³æ ä³àãîíàëÿìè.

23. Â³äîìî, ùî òî÷êè À(1; 3; 5) ³ Â(—1; 2; 1) – âåðøèíè ïàðàëåëîã-
ðàìà ÀÂÑD, à Å(1; 0; 1) – òî÷êà ïåðåòèíó éîãî ä³àãîíàëåé. Çíàéòè êî-
îðäèíàòè âåðøèí Ñ ³ D.

24. Çíàéòè êîñèíóñ êóòà ì³æ âåêòîðàìè a  ³  2b , ÿêùî äàíî êîîð-

äèíàòè âåêòîð³â ( ) 3 1
3;1;2 , 1; ; .

2 2
a b  = =  

 
25. Çíàéòè ïëîùó òðèêóòíèêà, êîîðäèíàòè âåðøèí ÿêîãî À(6; 2; 0),

Â(2; 0; 0) ³ Ñ(8; 0; 0).

26. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) cos 3
  

1 sin 3
x

f x
x

=
−

³ îá÷èñëèòè ( )0f ′ ;

á) Ñêëàä³òü ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ äî êðèâî¿ 2  4  y x= − â òî÷ö³ ç àáñöè-
ñîþ õ = 1.

27. à) Ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíî çà çàêîíîì 3 29
6 2.

2
S t t t= − + −

Çíàéòè ì³í³ìàëüíó øâèäê³ñòü ðóõó ò³ëà.

á) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( )
25 6 1

  
1

x x
f x

x
+ +

=
+

³ îá÷èñëèòè ( )5f ′ .

28. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 1
      

1

x
f x

x

+
=

−
³ îá÷èñëèòè ( )4f ′ .

á) Äîñë³ä³òü ôóíêö³þ 3 6   y x x= − ³ ïîáóäóéòå ¿¿ ãðàô³ê.
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29. à) Çíàéä³òü ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 2

sin
  

2 cos

x
f x

x
= ³ îá÷èñë³òü 

3
f

π 
 
 
′ .

á) Ç êóñêà äðîòó äîâæèíîþ 40 ñì ç³ãíóòî ïðÿìîêóòíèê íàéá³ëüøî¿
ïëîù³. ßê³ ðîçì³ðè öüîãî ïðÿìîêóòíèêà?

30. à) Çíàéä³òü ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 3 3f x x x= −  ³ îá÷èñë³òü ( )1f ′ .

á) Ñêëàä³òü ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ äî êðèâî¿ 3 2y x x= +  â òî÷ö³ ç àáñ-
öèñîþ õ = 1.

31 à) Çíàéä³òü ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( )
2

2

5

5

x
f x ln

x

−
=

+
 ³ îá÷èñë³òü ( )2f ′ .

á) Ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíî çà çàêîíîì 3 210 15 2S t t t= − + + .
Çíàéä³òü ìàêñèìàëüíó øâèäê³ñòü ðóõó ò³ëà.

32. à) Çíàéä³òü ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( )
2

21

x
f x ln

x
=

+
 ³ îá÷èñë³òü ( )1f ′ .

á) Ñêëàä³òü ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ äî êðèâî¿ ó = õ3 + 2õ2 â òî÷ö³ ç àáñöè-
ñîþ õ = 1.

33. à) Çíàéä³òü ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 2cos 2 lncosf x x x= −  ³ îá÷èñë³òü

6
f

π 
 
 
′ .

á) Ñêëàä³òü ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ äî êðèâî¿ ó = 2õ3 — 4õ2 + 6õ — 3 â òî÷-
ö³ ç àáñöèñîþ õ = 1.

34. à) Çíàéä³òü ïîõ³äíó ôóíêö³¿ f(x) = ln
( )32

1

1 x−
 ³ îá÷èñë³òü ( )2f ′ .

á) Ïðÿìîë³í³éíèé ðóõ òî÷êè çàäàíî ð³âíÿííÿì 4 3 21
4 16 .

4
S t t t= − +

Â ÿêèé ìîìåíò ÷àñó øâèäê³ñòü òî÷êè äîð³âíþº íóëþ?

35. à) Çíàéä³òü ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) ( )2ln 1f x x x= + +  ³ îá÷èñë³òü

( )3f ′ .

á) Ñóìà îñíîâè ³ âèñîòè òðèêóòíèêà äîð³âíþº 24 ñì. ßê³ ïîâèíí³ áóòè
ðîçì³ðè îñíîâè, ùîá ïëîùà òðèêóòíèêà áóëà íàéá³ëüøîþ?

36. à) Çíàéä³òü ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 4 4sin cosf x x x= −  ³ îá÷èñë³òü 
4

f
π 

 
 
′ .

á) Ñêëàä³òü ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ äî êðèâî¿ 
21

x
y

x
=

+
 â òî÷ö³ ç àáñöè-

ñîþ õ = 0.
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37. à) Çíàéä³òü ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) ln
x x

x x

e e
f x

e e

−

−

−
=

+
 ³ îá÷èñë³òü ( )0f ′ .

á) Òî÷êà ðóõàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíî çà çàêîíîì 3 29 24S t t t= − + .
Çíàéä³òü øâèäê³ñòü ³ ïðèñêîðåííÿ ðóõó. Â ÿê³ ìîìåíòè ÷àñó òî÷êà
ì³íÿº íàïðÿìîê ðóõó?

38. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 2 1f x x x= +  ³ îá÷èñëèòè ( )3f ′ .

á) Ç ëèñòêà êàðòîíó ïðÿìîêóòíî¿ ôîðìè ðîçì³ðîì 30 × 50 ñì ïîòð³áíî
âèð³çàòè â êóòêàõ êâàäðàòè òàê, ùîá ³ç çàëèøêîâî¿ ÷àñòèíè ï³ñëÿ çãè-
íàííÿ îòðèìàòè êîðîáêó íàéá³ëüøî¿ á³÷íî¿ ïîâåðõí³. ßê³ ïðè öüîìó
ðîçì³ðè âèð³çàíèõ êâàäðàò³â?

39. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 2 sin
ln  

2 sin
x

f x
x

−
=

+
 ³ îá÷èñëèòè ( )1f ′ .

á) Äîñë³ä³òü ôóíêö³þ ó = õ3 + 3õ2 ³ ïîáóäóéòå ¿¿ ãðàô³ê.

40. à) Çíàéä³òü ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( )
2

2

1x x
f x

x

− +
=  ³ îá÷èñë³òü ( )1f ′ .

á) Ñêëàñòè ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ äî êðèâî¿ ó = õ3—3õ2+9õ—1 â òî÷ö³ ç
àáñöèñîþ õ = 1.

41. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 31
cos cos   

3
f x x x= − ³ îá÷èñëèòè 

6
f

π 
 
 
′ .

á) Ðîçêëàä³òü ÷èñëî 100 íà äâà äîäàíêè òàê, ùîá ñóìà ¿õ êâàäðàò³â
áóëà íàéìåíøà.

42. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 21
lnsin cos   

2
f x x x= + ³ îá÷èñëèòè 

4
f

π 
 
 
′ .

á) Òî÷êà ðóõàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíî çà çàêîíîì 3 23 9 3S t t t= − + + + .
Çíàéä³òü ìàêñèìàëüíó øâèäê³ñòü ðóõó òî÷êè.

43. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 21
tg lncos

2
f x x x= +  ³ îá÷èñëèòè 

4
f

π 
 
 
′ .

á) Äîñë³ä³òü ôóíêö³þ ó = õ3—12õ ³ ïîáóäóéòå ¿¿ ãðàô³ê.

44. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 31
tg tg

3
f x x x= + ³ îá÷èñëèòè 

4
f

π 
 
 
′ .

á) Ïîòð³áíî âèãîòîâèòè ÿùèê ç êðèøêîþ, îá'ºì ÿêîãî äîð³âíþº 72 ñì3,
à ñòîðîíè îñíîâ â³äíîñÿòüñÿ ÿê 1 : 2. ßê³ ïîâèíí³ áóòè ðîçì³ðè ÿùèêà,
ùîá éîãî ïîâíà ïîâåðõíÿ áóëà íàéìåíøà?

45. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 2ln 1f x x= +  ³ îá÷èñëèòè ( )1f ′ .

á) Ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïðÿìîë³í³éíî çà çàêîíîì 3 21
  3 5

6
S t t

−
= + − . Çíàéòè

øâèäê³ñòü ðóõó ò³ëà â òîé ìîìåíò, êîëè ïðèñêîðåííÿ äîð³âíþº íóëþ.
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46. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 1
  ln     

1
x

f x
x

+
=

−
³ îá÷èñëèòè ( )1f ′ .

á) Îäíà ñòîðîíà ïðÿìîêóòíî¿ ä³ëÿíêè çåìë³ ïðèºäíóºòüñÿ äî áåðåãà
êàíàëà, à òðè ³íø³ â³äãîðîäæåí³ ïàðêàíîì. ßê³ ïîâèíí³ áóòè ðîçì³ðè
ö³º¿ ä³ëÿíêè, ÿêùî ¿¿ ïëîùà äîð³âíþâàëà 800 ì2, à äîâæèíà ïàðêàíó
áóëà íàéìåíøîþ?

47. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) ln 1   f x x= +  ³ îá÷èñëèòè ( )4f ′ .

á) Çíàéòè äîâæèíó ñòîð³í ïðÿìîêóòíèêà, ùî ìàº ïëîùó 144 ñì2 òà
íàéìåíøèé ïåðèìåòð.

48. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) sin 6
1 cos 6

x
f x

x
=

+
òà îá÷èñëèòè ¿¿ çíà-

÷åííÿ, ÿêùî .
12

x
−π

=

á) Äîñë³äèòè ôóíêö³þ ó = 2õ3 + 3õ2 òà ïîáóäóâàòè ¿¿ ãðàô³ê.

49. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) lnsinf x x=  ³ îá÷èñëèòè 
4

f
π 

 
 
′ .

á) Ðîçêëàñòè ÷èñëî 100 íà äâà äîäàíêè òàê, ùîá ñóìà ¿õ êâàäðàò³â
áóëà íàéìåíøîþ.

50. à) Çíàéòè ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( ) 1 cos 2
1 cos 2

x
f x

x
−

=
+

 ³ îá÷èñëèòè 
4

f
π 

 
 
′ .

á) Äîâæèíà â³äêðèòîãî áàñåéíó îá’ºìîì 288 ì3 âäâ³÷³ á³ëüøà çà øèðèíó.
ßêèìè ìàþòü áóòè ðîçì³ðè áàñåéíó, ùîá íà éîãî îáëèöþâàííÿ ï³øëî
íàéìåíøå ìàòåð³àëó?

51. Çíàéòè ìàðã³íàëüíèé äîõ³ä ï³äïðèºìñòâà, ÿêùî ê³ëüê³ñòü âèãî-
òîâëåíèõ ³ ïðîäàíèõ âèðîá³â Õ òà ðîçäð³áíà âàðò³ñòü êîæíîãî âèðîáó Ð
çâ’ÿçàí³ ð³âí³ñòþ

 Õ = 4000 – 2Ð.
52. Çíàéòè ìàðã³íàëüíèé äîõ³ä ï³äïðèºìñòâà, ÿêùî ê³ëüê³ñòü âèãî-

òîâëåíèõ ³ ïðîäàíèõ âèðîá³â Õ òà ðîçäð³áíà âàðò³ñòü êîæíîãî âèðîáó Ð
çâ’ÿçàí³ ð³âí³ñòþ X = 4000 — 10 .P

53. Ôóíêö³ÿ âèòðàò ï³äïðèºìñòâà ìàº âèãëÿä V(x) = 2000 + 10x +
+ 0,1x2 + 0,002x3(òèñÿ÷ ãðèâåíü). Çíàéòè ìàðã³íàëüíó âàðò³ñòü ïðè õ = 50,
õ = 100 òà õ =120.

54. Ôóíêö³þ äîõîäó ô³ðìè â³ä ö³íè çàäàíî ð³âíÿííÿì D(x) = —5p2 + 100p.
Âèçíà÷òå, ÿêèì áóäå ãðàíè÷íèé äîõ³ä ô³ðìè, ÿêùî ö³íà ñòàíîâèòèìå 2 ãðí.;
5 ãðí.; 10 ãðí.

55. Ôóíêö³ÿ âèòðàò ï³äïðèºìñòâà îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿì V(x) = 2x2 + 3x + 4.
Âèçíà÷òå ãðàíè÷í³ âèòðàòè, ÿêùî îáñÿã âèðîáíèöòâà ñòàíîâèòèìå 50 îä.;
100 îä.; 150 îä.
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56. Ìàëå ï³äïðèºìñòâî âñòàíîâèëî, ùî âèòðàòè íà âèãîòîâëåííÿ õ
îêðåìèõ âèðîá³â çàäîâîëüíÿþòü òàê³é çàêîíîì³ðíîñò³ V(x) = 0,001x3 — 0,3x2 +
+ 40x + 1000. Çíàéòè: ïðèð³ñò âèòðàò, êîëè ê³ëüê³ñòü âèðîá³â çðîñòå ç 50
äî 100 òà ñåðåäí³ âèòðàòè íà âèãîòîâëåííÿ êîæíî¿ îäèíèö³ âèðîáó, êîëè ¿õ
ê³ëüê³ñòü çðîñòå ç 50 äî 60.

57. Çàãàëüíèé ùîòèæíåâèé äîõ³ä D â ãðèâíÿõ, îäåðæàíèé ï³äïðèºìñò-
âîì ï³ñëÿ ïðîäàæó âèãîòîâëåííÿ Õ îäèíèöü âèðîá³â, ìàº òàêó çàêîíî-
ì³ðí³ñòü: D(x) = 500x + 2x2. Âèçíà÷èòè ñåðåäíº çíà÷åííÿ äîõîäó íà îäèíèöþ
ïðèðîñòó âèãîòîâëåíî¿ ïðîäóêö³¿, ÿêùî ¿¿ ê³ëüê³ñòü Õ çðîñòå ç 100 äî 120.

58. Çàëåæí³ñòü ì³æ âèòðàòàìè âèðîáíèöòâà Y ³ îáñÿãîì ïðîäóêö³¿ X,
ùî âèïóñêàºòüñÿ, âèðàæàºòüñÿ ôîðìóëîþ Y= 50õ — 0,05õ3 (ãðîø. îä.).
Âèçíà÷èòè ñåðåäí³ ³ ãðàíè÷í³ âèòðàòè, ÿêùî îáñÿã ïðîäóêö³¿ 10 îä.

59. Çàëåæí³ñòü ì³æ âèòðàòàìè âèðîáíèöòâà Y(ãðîø. îä.) ³ îáñÿãîì
ïðîäóêö³¿, ùî âèïóñêàºòüñÿ X(îä.), âèðàæàºòüñÿ ôóíêö³ºþ Y = 10õ — 0,04õ3.
Âèçíà÷èòè ñåðåäí³ òà ãðàíè÷í³ âèòðàòè ïðè îáñÿç³ ïðîäóêö³¿ 5 îä.

60. Ï³äïðèºìñòâî âèðîáëÿº Õ îäèíèöü ïðîäóêö³¿ çà ö³íîþ Ð(õ) =

= 21
 
50

x  + 14õ + 800. Çíàéòè îïòèìàëüíèé äëÿ ï³äïðèºìñòâà îáñÿã ïðî-

äóêö³¿ ³ â³äïîâ³äíèé éîìó ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê.

61–85. Çíàéòè ³íòåãðàëè:

61. a) ( )3 21 2 ; x x dx−∫   á) 
4

2

cos 2xdx

π

π
∫ .

62. a) 
( )225 1

xdx

x +
∫ ;       á) 

2

6

sin 2xdx

π

π
∫ .

63. a) 
( )32 3

dx

x+
∫ ;        á)

24

20

2
 

sin 2
4

dx

x

π

π + 
 

∫ .

64. a) 3 5 1x dx+∫ ;        á)
24

20

2

cos 2
4

dx

x

π

π + 
 

∫ .

65. a) 
3

3 42 1

x dx

x +
∫ ;         á) 

24

20

2

cos 2
4

dx

x

π

π + 
 

∫ .
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66. a) 

( )223 3 1

xdx

x +
∫ ;        á) ( )

2
2

0

sin 3 cos 3x x

π

+∫ dx.

67. a)
4

 
1 3

dx

x−∫ ;             á) 
2

0

sin cos 3x xdx

π

∫ .

68. à)

( )324

 
3

xdx

x −
∫ ;          á)

4

0

 sin 3 sinx xdx

π

∫ .

69. a) 
xe

dx
x∫ ;              á) ( )

4
3

1

  4 3x x x dx−∫ .

70. a) 
5 4xe x dx−∫ ;            á) 

1

2
0 9 16

xdx

x+
∫ .

71. a) 
232 x xdx∫ ;             á)

2

0

sin

3cos 1

xdx

x

π

+∫ .

72. a) 
33 1 2xe x dx−∫ ;          á) 

2

6

cos

sin

xdx

x

π

π
∫ .

73. a) 
( )2

3

5

x

x

e

e −
∫ dx;       á) ( )

2
2

0

3 cos sinx xdx

π

+∫

74. a) 
3 5

dx

x−∫ ;           á) 
2

3
0

cos
 

7 sin 1

xdx

x

π

+∫ .

75.  a) 
2

sin

cos

xdx

x∫ ;           á) 
9

2
5 144

xdx

x− +
∫ .

76.  a) sin cosx xdx∫ ;     á) 
( )

1

221 1

xdx

x− +
∫ .

77.  a) 
cos

3 sin

xdx

x+∫ ;        á)
3

2

0

  1õ õ +∫ dx.
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78. a) 3sin cosx xdx∫ ;        á) 
( )

1

230 7 1

dx

x +
∫ .

79. a) 
( )2 2cos 2 1

xdx

x x +
∫ ;      á) 

4
2

2 2

7x x −∫ dx.

80. a) 
1 9
155

x

dx
−

∫ ;                á) 2

0

sinx x dx
π

∫ .

81. a) 2
x

x e
e dx

x

− 
−  

 
∫ ;        á) 

( )

2

3
0

sin

3 cos

xdx

x

π

+
∫ .

82. a) 2ctg xdx∫ ;                á) 
1

21
2

2

4

xdx

x−
∫ .

83. a) 
cos

2 sin 1
xdx
x +∫ ;              á) 

3

2
1

3

1

xdx

x+
∫ .

84. a) 2 3 5x x x dx∫ ;                á) 
8

2 2

0

sin 2 cos 2x xdx

π

∫ .

85. a) 
2

4  
5

dx
x

−
∫ ;                   á) 

2
sin

0

cosxe xdx

π

∫ .

86.–95. Çðîá³òü ðèñóíîê ³ îá÷èñë³òü ïëîùó ô³ãóðè, ÿêà îáìåæåíà äàíè-
ìè ë³í³ÿìè:

86. 26 5 y x x= − − ³ â³ññþ ÎX.

87. 22  y x x= −  i y x= − .

88. 2 4y x x= +  i 4 0x y− + = .

89. 3 ,y x=  1x = −  ³ â³ññþ ÎÕ.

90. ,   4 y x x= =  ³ â³ññþ ÎX.

91. 2y x=  i 3 2y x= − .

92. 2 1, 0, 2y x x x= + = =  ³ â³ññþ ÎÕ.

93. y x=  i 34 0y x− = .

94. 28 2y x x= + −  i 2 4y x= − .
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 95. 21
 

2
y x=  i 4 0x y+ − = .

96.–102. Îá÷èñë³òü îá’ºì ò³ëà, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì íàâêîëî îñ³
ÎÕ ô³ãóðè, ÿêà îáìåæåíà çàäàíèìè ë³í³ÿìè:

 96.   4;   1;   4;   0xy x x y= = = = .

 97. 2 ;   0;   9;   0y x x x y= = = = .
 98.  x — 2y = 0; x = 0; x = 10; y = 0.
 99. 1;   2;   3;   0xy x x y= = = = .

100. 3;   0;   0;  y x y x x= = =  = 2.

101. 2 3 0;   3 0y x x− = − = .

102. 21
;   0;   3 0;   0

3
y x y x x= = − = = .

 103.–108.Îá÷èñë³òü îá’ºì ò³ëà, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì íàâêîëî îñ³
ÎÓ ô³ãóðè, ÿêà îáìåæåíà äàíèìè ë³í³ÿìè:

103. 3;   8;   0;   0y x y x y= = = = .

104. 2 2 4y x+ = .

105. 2 4 ;   0y x x= − = .

106. 2 1;   2;   5y x y y= + = = .

107. 21
3 ;   2;   0

3
y x y y= − = = .

108. 2 2 0;   2 0x y y− = − = .
109. Ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïî ïðÿì³é ç³ øâèäê³ñòþ V = (3 + 4t3) ì/ñ. Îá÷è-

ñë³òü øëÿõ, ïðîéäåíèé ò³ëîì çà 3-þ ñåêóíäó.

110. Ò³ëî ðóõàºòüñÿ ïî ïðÿì³é ç³ øâèäê³ñòþ ( )25V t t= −  ì/ñ. Îá÷è-

ñë³òü øëÿõ, ïðîéäåíèé ò³ëîì â³ä ïî÷àòêó ðóõó äî çóïèíêè.
111. Ï³ä ä³ºþ ñèëè â 40Í ïðóæèíà ñòàëà äîâøîþ íà 0,1 ì. ßêó ðî-

áîòó íåîáõ³äíî âèêîíàòè, ùîá ïðóæèíà â³ä ñïîê³éíîãî ñòàíó ñòàëà äî-
âøîþ íà 0,3 ì?

112. Ñèëà â 1Í ñòèñêàº ïðóæèíó íà 1 ñì. Îá÷èñë³òü ðîáîòó ïðè
ñòèñêàíí³ ïðóæèíè íà 10ñì.

113. Ñèëà â 6Í ðîçòÿãóº ïðóæèíó íà 8 ñì. ßêó ðîáîòó âîíà âèêîíóº?
114. Ïðè ñòèñêàíí³ ïðóæèíè íà 4ñì íåîáõ³äíî âèêîíàòè ðîáîòó â

9,81 Äæ. ßêó ðîáîòó ïîòð³áíî âèêîíàòè äëÿ ñòèñêàííÿ ïðóæèíè íà 10 ñì?
115. Ïðè ðîçòÿãóâàíí³ ïðóæèíè íà 0,02 ì ïîòð³áíî ïðèêëàñòè ñèëó

â 40Í. Îá÷èñë³òü ðîáîòó ïðè ñòèñêàíí³ ïðóæèíè íà 0,06 ì.
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 116–125. Ðîçâ’ÿæ³òü çàäà÷³ ç åêîíîì³÷íèì çì³ñòîì, âèêîðèñòîâóþ÷è
âèçíà÷åíèé ³íòåãðàë:

116. Çàêîíè çì³íè øâèäêîñò³ âèòðàò V′(t) òà äîõîäó D′(t) ï³äïðèºìñ-
òâà â³äîì³: D′(t) = 14 — t ; V′(t) = 2 + 3 t , äå t âèì³ðþºòüñÿ ðîêàìè, à
âèòðàòè V(t) òà äîõ³ä D(t) âèì³ðþºòüñÿ ìëí. ãðèâåíü. Çà ÿêèé ÷àñ ï³ä-
ïðèºìñòâî îäåðæèòü ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê? ßêîþ áóäå âåëè÷èíà ìà-
êñèìàëüíîãî ïðèáóòêó?

117. Â³äîì³ çàêîíè çì³íè øâèäêîñò³ âèòðàò V′(t) = 2 + 2 3 t  òà äîõîäà

D′(t) = 10 — 2 3  t  ï³äïðèºìñòâà, äå ÷àñ t âèì³ðþºòüñÿ ðîêàìè, à âèòðàòè
V(t) òà äîõ³ä D(t) âèì³ðþºòüñÿ ìëí. ãðèâåíü. Çà ÿêèé ÷àñ ï³äïðèºìñòâî
îäåðæèòü ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê? ßêîþ áóäå âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî
ïðèáóòêó?

118. Çíàéòè ñåðåäíº çíà÷åííÿ âèòðàò V(x) = 3x2 + 4x + 2, âèðàæåíèõ
ó ãðîøîâèõ îäèíèöÿõ, ÿêùî îáñÿã ïðîäóêö³¿ õ çì³íþºòüñÿ â³ä 0 äî 3 îä.
Âêàçàòè îáñÿã ïðîäóêö³¿, çà ÿêîãî âèòðàòè ïðèéìàþòü ñåðåäíº çíà÷åííÿ.

119. Çíàéòè ñåðåäíº çíà÷åííÿ âèòðàò V(x) = 6x2 + 4x + 1, âèðàæåíèõ
ó ãðîøîâèõ îäèíèöÿõ, ÿêùî îáñÿã ïðîäóêö³¿ õ çì³íþºòüñÿ â³ä 0 äî 5 îä.
Âêàçàòè îáñÿã ïðîäóêö³¿, çà ÿêîãî âèòðàòè ïðèéìàþòü ñåðåäíº çíà÷åííÿ.

120. Âêàçàòè îáñÿã ïðîäóêö³¿, âèðîáëåíî¿ ðîá³òíèêîì çà ï’ÿòó ãîäè-
íó ðîáî÷îãî äíÿ, ÿêùî ïðîäóêòèâí³ñòü õàðàêòåðèçóºòüñÿ ôóíêö³ºþ f(t) =

= 
3

3 2t +
 + 5.

121. Âêàçàòè îáñÿã ïðîäóêö³¿, âèðîáëåíî¿ ðîá³òíèêîì çà òðåòþ ãî-
äèíó ðîáî÷îãî äíÿ, ÿêùî ïðîäóêòèâí³ñòü õàðàêòåðèçóºòüñÿ ôóíêö³ºþ

f(t) = 
3

4 5t +
 + 4.

122. Ïðîäóêòèâí³ñòü ïðàö³ ïðîòÿãîì ðîáî÷îãî äíÿ çì³íþºòüñÿ. Íå-
õàé ôóíêö³ÿ ïðîäóêòèâíîñò³ ïðàö³ ìàº âèãëÿä f(t) = 100 + 10t (äåò./ãîä.).
Ñê³ëüêè äåòàëåé çðîáèòü ðîá³òíèê çà äâ³ ãîäèíè ðîáîòè? ( òóò ± â³äð³çîê
÷àñó â³ä ïî÷àòêó ðîáî÷îãî äíÿ).

123. Ãðàíè÷íèé äîõ³ä â³ä ðåàë³çàö³¿ ïðîäóêö³¿ äîð³âíþº 15 ãðí. Âè-
çíà÷òå äîõ³ä â³ä ïðîäàæó 1000 îä. ïðîäóêö³¿.

124. Ôóíêö³ÿ îáñÿãó ïðîäóêö³¿ îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿì f(t) = (1 + t) e2t.
Çíàéä³òü îáñÿã ïðîäóêö³¿, âèðîáëåíî¿ çà 2 ðîêè.

125. Ôóíêö³þ ïðîäóêòèâíîñò³ ïðàö³ çàäàíî ð³âíÿííÿì f(t) = 3t2 — 2t + 5.
Âèçíà÷òå îáñÿã âèðîáëåíî¿ ïðîäóêö³¿ çà ïåðø³ 5 ãîäèí ðîáîòè ï³äïðè-
ºìñòâà.

126–150. Ðîçâ'ÿæ³òü äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ³ çíàéä³òü ÷àñòèíí³
ðîçâ’ÿçêè (÷àñòèíí³ ³íòåãðàëè), ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü äàíèì óìîâàì:

126. (õ2ó — õ2)dy — xydx = 0, ó = 1 ïðè õ = å.
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127. (õ + 1)3dy — (y — 2)2dx = 0, y = 0 ïðè x = 0.
128. ( )2 1 0, 1x dy y dx y e+ − = = +  ïðè 1x = .

129. ( ) 0,   1xy x y y y+ − = =′  ïðè 1x = .

130. 2 2  1 1 0,   1x ydy y xdx y− − − = =  ïðè 1x = .

131. ctg 0,   1ydõ xdy y+ = = −  ïðè 
3

x
π

= .

132. 2cos ln ,   1y x y y y= =′  ïðè x = π .

133. ( ) 22 0,  xy y dx xdy y e+ − = =  ïðè 1x = .

134. ños sin cos sin 0,  x y y y x y⋅ =′⋅ − = π  ïðè x = π .

135. ( ) 0, 1xy x dx dy y e+ − = = −  ïðè 2x = .

136. 0,   0 y xó y′− = = ïðè 0x = .

137. ( ) ( )21 0,   1 x dy xy x dx y+ − + = =  ïðè 3x = .

138. 2 22 3 0,  x dy xydx ydx y e− − = =  ïðè 1x = − .

139. 2 1 0,   1x dy xydx y− − = =  ïðè 1x = .

140. 
3

2
2 ,   1

y
y y

x
′ = =  ïðè 1x = − .

141. 
1

1, 1
y

y
y x

′
= − =  ïðè 0x = .

142. tg 0,   1dy y xdx y+ = =  ïðè 0x = .

143. 21 0,    x dy xydx y e− + = =  ïðè 0x = .

144. ( )2 21 1 0,   1x y dx y x dy y− + − = =  ïðè 0x = .

145. ,   4
y

y y
xy x

′ = =
+

 ïðè 4x = .

146. ( ) ( ) 0,   1y xy dx x xy dy y+ + − = =  ïðè 1x = .

147. 2 21 1 0,   0x y y x y y′+ + + = =  ïðè 0x = .

148. 
1

tg 1,
2

y x y y
−′ − = =  ïðè 

6
x

π
= .

149. 
2

,   1
1

x
y y

x
′ = =

−
 ïðè 0x = .
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150. ( ) ( )1 1 0,   0x y y xe e dx e e dy y+ + + = =  ïðè 0x = .

151. Â³ñ³ì ð³çíèõ êíèã ðîçñòàâëÿþòü íàâìàííÿ íà îäí³é ïîëèö³.
Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî äâ³ âèçíà÷åí³ êíèãè áóäóòü ïîñòàâëåí³ ïîðÿä.

152. Â êíèæíîìó ìàãàçèí³ íà ïîëèö³ 10 ð³çíèõ êíèã, ïðè÷îìó 5 êíèã
êîøòóþòü ïî 4 ãðèâí³ êîæíà, 3 êíèãè – ïî îäí³é ãðèâí³ ³ äâ³ êíèãè –
ïî 3 ãðèâí³. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî âçÿò³ íàâìàííÿ äâ³ êíèãè êî-
øòóþòü 5 ãðèâåíü.

153. Â óðí³ 8 á³ëèõ ³ 6 ÷îðíèõ êóëüîê. Ç óðíè íàâìàííÿ âèéìàþòü
äâ³ êóë³. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî îáèäâ³ êóëüêè ÷îðí³.

154. Â óðí³ 8 á³ëèõ ³ 6 ÷îðíèõ êóëüîê. Ç óðíè íàâìàííÿ âèéìàþòü
äâ³ êóëüêè. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî âîíè ð³çíîãî êîëüîðó.

155. Â óðí³ 100 êóëüîê, ÿê³ ìàþòü íîìåðè 1; 2; 3; 4; ...; 100. Ç óðíè
íàâìàííÿ âèéìàþòü îäíó êóëüêó. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íîìåð âèé-
íÿòî¿ êóëüêè ìàº öèôðó 5?

156. Â ïàðò³¿ ç 8 äåòàëåé º 6 ñòàíäàðòíèõ. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî,
ùî ñåðåä ï'ÿòè âçÿòèõ íàâìàííÿ äåòàëåé ð³âíî òðè áóäóòü ñòàíäàðòíèìè.

157. Ç óðíè, â ÿê³é º 5 á³ëèõ ³ 3 ÷îðí³ êóë³, âèéìàþòü îäíó êóëþ.
Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî êóëÿ áóäå ÷îðíîþ.

158. Ç óðíè, â ÿê³é º 12 á³ëèõ òà 8 ÷îðíèõ êóëü, âèéìàþòü íàâìàííÿ
äâ³ êóë³. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî îáèäâ³ êóë³ áóäóòü ÷îðí³?

159. Â óðí³ º 7 á³ëèõ ³ 5 ÷îðíèõ êóëü. Çíàéä³òü éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî
íàâìàííÿ âèéíÿòà êóëÿ áóäå ÷îðíîþ.

160. Íà îêðåìèõ êàðòêàõ íàïèñàíî áóêâè "è", "ë", "î", "ñ", "÷". Ï³ñëÿ
çì³øóâàííÿ áåðóòü ïî îäí³é êàðòö³ ³ êëàäóòü ïîñë³äîâíî ïîðÿä. Îá÷èñ-
ë³òü éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ç öèõ áóêâ áóäå ñêëàäåíî ñëîâî "÷èñëî".

161. Åêçàìåíàö³éíà ïðîãðàìà ìàº 40 ïèòàíü. Íà åêçàìåí³ ïðîïîíóþòü
â³äïîâ³ñòè íà äâà ç íèõ. Ñòóäåíò ï³äãîòóâàâ â³äïîâ³ä³ íà 30 ïèòàíü. ßêà
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íà åêçàìåí³ éîìó çàïðîïîíóþòü äâà ïèòàííÿ, íà
ÿê³ â³í ï³äãîòóâàâ â³äïîâ³ä³?

162. Â ëîòåðå¿ ç 50 á³ëåò³â 8 âèãðàøíèõ. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî
ñåðåä ïåðøèõ ï’ÿòè íàâìàííÿ âèáðàíèõ á³ëåò³â äâà áóäóòü âèãðàøíèìè?

163. Â ãðóï³, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç 20 ñòóäåíò³â, 15 ÷îëîâ³ê çàéìàþòüñÿ
â ìàòåìàòè÷íîìó ãóðòêó. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âèáðàíèé
ñòóäåíò áóäå ÷ëåíîì ìàòåìàòè÷íîãî ãóðòêà?

164. Ï³ä ê³íåöü äíÿ â ìàãàçèí³ çàëèøèëîñü 60 êàâóí³â, ç ÿêèõ 50
ñòèãëèõ. Ïîêóïåöü âèáèðàº äâà êàâóíè. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî îáèäâà
êàâóíè ñòèãë³?

165. Íà îäèí ðÿä, ÿêèé ìàº 7 ì³ñöü, íàâìàííÿ ñ³äàþòü 7 ó÷í³â.
Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî òðè âèçíà÷åí³ ó÷í³ áóäóòü ñèä³òè ïîðÿä.

166. Â åêçàìåíàö³éíèé á³ëåò âõîäÿòü 4 ïèòàííÿ ïðîãðàìè, ÿêà âì³-
ùóº 45 ïèòàíü. Àá³òóð³ºíò íå çíàº 15 ïèòàíü ïðîãðàìè. ßêà éìîâ³ðí³ñòü
òîãî, ùî â³í âèòÿãíå á³ëåò, äå âñ³ ïèòàííÿ éîìó â³äîì³?
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167. Íà êàðòêàõ íàïèñàí³ ö³ë³ ÷èñëà â³ä 1 äî 15. Íàâìàííÿ âèéìà-
þòüñÿ äâ³ êàðòêè. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ñóìà öèôð, íàïèñàíèõ íà
öèõ êàðòêàõ, áóäå äîð³âíþâàòè 10?

168. Íà êíèæí³é ïîëèö³ íàâìàííÿ ðîçñòàâëåí³ 4 êíèãè ç àëãåáðè ³ 3
ç ãåîìåòð³¿. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî êíèãè ç êîæíîãî ïðåäìåòà áóäóòü
ïîðÿä?

169. Â ÿùèêó º 15 äåòàëåé, 5 ç ÿêèõ ïîôàðáîâàí³. Íàâìàííÿ âèéìà-
ºòüñÿ 5 äåòàëåé. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî 4 ç íèõ ïîôàðáîâàí³, à
îäíà — í³.

170. Ãðóïà òóðèñò³â, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç 12 þíàê³â ³ 8 ä³â÷àò, âèáèðàº
çà æåðåáêóâàííÿì ãîñïîäàð÷ó êîìàíäó â ñêëàä³ 4 ÷îëîâ³ê. ßêà éìîâ³ð-
í³ñòü òîãî, ùî â ÷èñë³ âèáðàíèõ áóäå äâà þíàêè ³ äâ³ ä³â÷èíè?

171. Ñòàòèñòè÷í³ äàí³ ñâ³ä÷àòü ïðî òå, ùî ïðè âêëàäàíí³ êàï³òàëó ó
âèðîáíèöòâî ïåâíî¿ ïðîäóêö³¿ ó ðîçì³ð³ 100 òèñÿ÷ ãðèâåíü ïðèáóòîê
îòðèìàëè 25 ðàç³â ç³ 100 ìîæëèâèõ. Çíàéä³òü éìîâ³ðí³ñòü îòðèìàííÿ
ïðèáóòêó.

172. Ïî òðóáîïðîâîäó ì³æ ïóíêòàìè À ³ Â ïåðåêà÷óþòü íàôòó.
Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ÷åðåç ïåâíèé ÷àñ ðîáîòè òðóáîïðîâîäó
ïîøêîäæåííÿ ñòàíåòüñÿ íà ä³ëÿíö³ äîâæèíîþ 100 ìåòð³â, ÿêùî â³ä-
ñòàíü â³ä À äî Â – 2 ê³ëîìåòðè.

173. Ó çàëåæíîñò³ â³ä íàÿâíîñò³ ñèðîâèíè ï³äïðèºìñòâî ìîæå âèðî-
áèòè òà â³äïðàâèòè çàìîâíèêàì ùîäîáîâî ê³ëüê³ñòü ïåâíî¿ ïðîäóêö³¿ â³ä
1 äî 100. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî îäåðæàíó ê³ëüê³ñòü ïðîäóêö³¿
ìîæíà ðîçïîä³ëèòè áåç çàëèøêó: à) òðüîì çàìîâíèêàì; á) ÷îòèðüîì çà-
ìîâíèêàì; â) äâàíàäöÿòè çàìîâíèêàì.

174. Çà ñòàòèñòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè äåðæàâè ìîæíà çðîáèòè âèñíî-
âîê, ùî 68% ÷îëîâ³ê, ÿê³ äîñÿãëè 60-ë³òòÿ, äîñÿãàþòü òàêîæ ³ 70-ë³òòÿ. ßêà
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî 60-ð³÷íèé ÷îëîâ³ê íå äîñÿãíå ñâîãî 70-ë³òòÿ?

175. Îá’ºäíàííÿ ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ï³äïðèºìñòâ. Éìîâ³ðí³ñòü ïîÿâè
áðàêîâàíî¿ ïðîäóêö³¿ íà ïåðøîìó ï³äïðèºìñòâ³ 0,1, íà äðóãîìó – 0,2.
Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ïðîäóêö³þ áåç áðàêó âèïóñòèòü ò³ëüêè îä-
íå ï³äïðèºìñòâî.

176. Äî ñêëàäàëüíîãî öåõó íàäõîäÿòü äåòàë³ â³ä òðüîõ ³íøèõ öåõ³â.
Â³ä ïåðøîãî íàäõîäèòü 45 % óñ³õ äåòàëåé, â³ä äðóãîãî – 35 % ³ â³ä òðå-
òüîãî – 20 %. Ïåðøèé öåõ äîïóñêàº â ñåðåäíüîìó 6% áðàêó, äðóãèé –
2 % ³ òðåò³é – 8 %. ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî äî ñêëàäàëüíîãî öåõó íà-
ä³éäå ñòàíäàðòíà äåòàëü?

177. Ó 10 ÿùèêàõ ñêëàäåíî äåòàë³ äâîõ ñîðò³â. Ó ïåðøèõ òðüîõ ïî
òðè äåòàë³ ïåðøîãî ñîðòó ³ ïî ñ³ì äåòàëåé äðóãîãî; â ÷åòâåðòîìó —
äåâ’ÿòü äåòàëåé ïåðøîãî ³ îäíà äåòàëü äðóãîãî ñîðòó; â øåñòè ÿùèêàõ,
ùî çàëèøèëèñü, ïî îäí³é äåòàë³ ïåðøîãî ³ ïî äåâ’ÿòü äåòàëåé äðóãîãî
ñîðòó. Ç äîâ³ëüíîãî ÿùèêà íàâìàííÿ âèéìàþòü äåòàëü. Âèçíà÷èòè éìî-
â³ðí³ñòü òîãî, ùî öÿ äåòàëü äðóãîãî ñîðòó.
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178. Â ÿùèêó çíàõîäèòüñÿ 12 äåòàëåé, âèãîòîâëåíèõ çàâîäîì ¹  1,
20 äåòàëåé – çàâîäîì ¹ 2 ³ 18 – çàâîäîì ¹ 3. Éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî
äåòàëü, âèãîòîâëåíà çàâîäîì ¹ 1, â³äì³ííî¿ ÿêîñò³, äîð³âíþº 0,9; äëÿ
äåòàëåé, âèãîòîâëåíèõ íà çàâîäàõ ¹ 2 ³ ¹ 3, ö³ éìîâ³ðíîñò³ â³äïîâ³äíî
äîð³âíþþòü 0,6 ³ 0,9. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî âçÿòà íàâìàííÿ äåòàëü
âèÿâèòüñÿ â³äì³ííî¿ ÿêîñò³.

179. Ïðîäóêö³ÿ âèãîòîâëÿºòüñÿ íà äâîõ ï³äïðèºìñòâàõ ³ íàäõîäèòü
íà ñï³ëüíó áàçó. Éìîâ³ðí³ñòü âèãîòîâëåííÿ áðàêîâàíî¿ ïðîäóêö³¿ äëÿ
ïåðøîãî ï³äïðèºìñòâà äîð³âíþº 0,1, äëÿ äðóãîãî – 0,2. Ïåðøå ï³äïðè-
ºìñòâî çäàëî íà ñêëàä 100 îäèíèöü ïðîäóêö³¿, äðóãå – 400. Çíàéòè
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿòà ç³ ñêëàäó îäèíèöÿ ïðîäóêö³¿ áóäå
íå áðàêîâàíîþ.

180. Íà ñêëàä ï³äïðèºìñòâà íàäõîäÿòü äåòàë³ ³ç òðüîõ öåõ³â. Ïåðøèé
öåõ â³äïðàâèâ 100 äåòàëåé, äðóãèé ³ òðåò³é – ïî 200. Ïåðøèé ³ äðóãèé
öåõè äàþòü ïî 2 % áðàêó, òðåò³é – 1 %. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî
íàâìàííÿ âçÿòà äåòàëü áðàêîâàíà.
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