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Алгоритм оптимизации инвестиционного портфеля в условиях риска
Предложен новый метод и алгоритм решения задачи оптимизации инвестиционного портфеля в условиях риска относительно будущей доходности вложений по потенциальным направлениям инвестирования. Указаны сферы возможного использования алгоритма. 
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Постановка проблеми. Визначення інвестиційного портфеля за критерієм максимального доходу за умов ризику щодо майбутньої дохідності вкладень за потенційними напрямами інвестування є актуальною задачею не лише інвестиційного менеджменту, а фінансового менеджменту взагалі. Можливими сферами використання методу та алгоритму розв’язування задачі інвестиційного планування є також управління валютним резервом, кредитування, формування страхового портфеля та інші. 

Відомо, що Г.Марковиць – засновник сучасної портфельної теорії – запропонував оцінювати випадковий дохід детермінованого інвестиційного портфеля за двома показниками – математичним сподіванням та дисперсією, а найкращий інвестиційний портфель обирати з множини ефективних планів двокритеріальної задачі з критеріями максимізації очікуваного доходу та мінімізації дисперсії доходу. 
В подальшому науковцями проблему Марковиця, яка є задачею лише несхильного до ризику інвестора, було зведено до задачі опуклого квадратичного програмування. Якщо розглядати інвестора, який ставиться до ризику нейтрально, замість квадратичної матимемо задачу лінійного програмування, а для схильного до ризику інвестора – задачу квадратичного програмування з опуклою цільовою функцією, що підлягає максимізації (наприклад, [3‑8]). Тож у випадках нейтрального або схильного ставлення до ризику пошук оптимального інвестиційного портфеля здійснюється легко і швидко. А саме: за нейтрального ставлення до ризику всі інвестиції потрібно вкладати за таким із напрямів інвестування, очікувана дохідність за яким є найвищою; коли ж напрямів інвестування з максимальною очікуваною дохідністю є декілька, оптимальним також є довільний розподіл між ними усіх інвестицій. У випадку схильного до ризику інвестора оптимальним є рішення вкладати весь вільний капітал за таким напрямом інвестування, за яким детермінований еквівалент випадкової дохідності є найбільшим, проте, на відміну від аналогічної ситуації для випадку нейтрального ставлення до ризику, проте зараз розподіл інвестицій за кількома напрямами інвестування може вже виявитися неоптимальним.
Найскладнішим є третій випадок – коли інвестор ставиться до ризику несхильно. До того ж цей випадок зустрічається найчастіше. Тож не дивно, що основна увага і економістів, і математиків була прикута саме до цієї ситуації (наприклад, [6–13] ). В нашій роботі [14] обґрунтовано, що математична модель задачі про оптимізацію інвестиційного портфеля за умов несхильності інвестора до ризику є такою:
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де відомі: 
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 – математичне сподівання випадкової дохідності 
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 – стандартне відхилення цієї випадкової дохідності від її очікуваного рівня (
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 – коефіцієнти кореляції між випадковими дохідностями 
[image: image8.wmf]i

d

 та 
[image: image9.wmf]j

d

 (
[image: image10.wmf]n

j

i

,

1

,

=

), які в сукупності утворюють кореляційну матрицю 
[image: image11.wmf])

(

||

||

n

ij

R

r

=

. Значення множника 
[image: image12.wmf]0

³

k

 відбиває рівень несхильності інвестора до ризику: від нейтрального (при 
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 ‑ обсяги вкладень за відповідним напрямом інвестування, а також цільова змінна 
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, яка є детермінованим еквівалентом випадкового загального доходу інвестиційного портфеля.

Маємо задачу опуклого програмування, проте цільова функція в ній не є квадратичною. Постає проблема розробки методу та алгоритму вирішення цієї задачі, причому у такий спосіб, щоб її розв’язок можна було б записати аналітично.
Виклад основного матеріалу дослідження. Уведемо до розгляду нові змінні: 
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), а також обчислимо нові відомі величини:
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Тоді задача (1) несхильного до ризику інвестора у векторно-матричній формі запису набере вигляду:
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 – вектор-стовпчик невідомих, 
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 – знак операції транспонування, 
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 – відома матриця парних коефіцієнтів кореляції між випадковими дохідностями, яка є симетричною.
Складемо для задачі (3) функцію Лагранжа, залучивши нові невідомі числові множники 
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та скористаємося необхідними умовами оптимальності:
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де через 
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 позначено частинну похідну функції Лагранжа 
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 – вектор-рядок частинних похідних функції Лагранжа, відповідно, за змінними 
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З рівності (4) одразу ж визначаємо, що 
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А з рівності (5), у свою чергу, випливає:
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Помножимо рівність (6) справа на матрицю 
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, яка є оберненою до матриці 
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. Враховуючи, що добуток 
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[image: image49.wmf]1

)

(

-

+

=

R

b

a

k

t

z

T

m

s

, тобто:

[image: image50.wmf])

(

1

T

T

z

b

a

R

k

t

m

s

+

=

-

.

(7)
Тепер рівність (6) помножимо справа на 
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, після чого для значення 
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 скористаємося виразом (7): 
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Враховуючи, що 
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, з цієї рівності одержимо рівняння щодо 
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тобто: 
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Дійсні корені цього квадратного рівняння, якщо вони існують, обчислюються за формулою:
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Далі, з рівняння 
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 та співвідношення (7) одержимо:
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оскільки з симетричності матриць 
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 і, відповідно, 
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Беручи до уваги, що 
[image: image66.wmf]0

>

k

, та відкидаючи сторонній корінь, з рівності (9) знаходимо: 
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Для зручності запису кінцевого результату уведемо проміжні розрахункові сталі:
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З використанням наведених розрахункових сталих кінцеві вирази набирають вигляду:
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Таким чином, якщо умови (4) – (5) є сумісними, а розв’язок (12) задовольнятиме вимогу невід’ємності, оптимальний інвестиційний портфель 
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 несхильного до ризику інвестора визначається за формулою:
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де сталі 
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 обчислюються за правилом (10), а значення змінних 
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Зазначений аналітичний метод є працездатним, якщо умови (4) – (5) є сумісними та коли всі компоненти вектору 
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 у розв’язку (12) невід’ємні. До цих обмежень треба додати також вимогу: 
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), тобто що серед потенційних напрямів інвестування немає безризикових, а також вимогу існування дійсних коренів рівняння /формула (8)/ та вимогу збереження сенсу обчислення змінних за формулами (11)‑(13):
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з якої випливає нерівність:
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Зазначимо, що у разі порушення вимоги (15) рівень несхильності інвестора до ризику можна вважати у конкретній ситуації невідчутним, тобто обирати інвестиційний портфель за способом, розрахованим на випадок нейтральної щодо ризику особи. 

Нарешті зазначимо також, що поза межами використання запропонованого аналітичного методу є ситуації, коли кореляційна матриця випадкових дохідностей 
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 є виродженою і, як наслідок, не має оберненої. Ця умова не виконується, наприклад, коли між дохідностями двох випадкових напрямів ризикового інвестування існує точний лінійний зв’язок – у такому разі гірший з цих двох напрямів інвестування слід вилучити з розгляду.
Приклад. Припустимо, що вільний капітал інвестора 
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 грошових одиниць, який потрібно у якнайкращий спосіб розподілити за двома напрямами ризикового інвестування (
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), очікувані дохідності за якими та стандартні відхилення відповідних випадкових дохідностей, відповідно, дорівнюють:

	Номер варіанту інвестування 
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	Очікувана дохідність
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	Стандартне відхилення
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За показником дохідності напрями інвестування вважаються статистично незалежними, тобто кореляційна матриця випадкових дохідностей 
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 та має обернену матрицю 
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Опитування інвестора показало, що він є несхильним до ризику, причому рівню його несхильності до ризику наближено відповідає значення множника 
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Обчислимо за формулами (2) та (10) значення проміжних розрахункових сталих 
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Оскільки умови (15) та (14) справджуються, подальші розрахунки виконаємо за формулами (12) і (13), звертаючи увагу на невід’ємність отриманих результатів /через 
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 показано допоміжну розрахункову сталу 
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Бачимо, що отримали розв’язок задачі (усі компоненти вектору 
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, є невід’ємними, тому для остаточного визначення кінцевих результатів скористаємося формулами (5), (11) і (4):
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Задачу розв’язано: за першим напрямом інвестування потрібно вкласти 55,06332 грошових одиниць (далі скорочено – г.о.), а за другим напрямом інвестувати 44,93668 г.о. За таких умов математичне сподівання випадкового загального доходу інвестора дорівнюватиме 145,50633 г.о., а стандартне відхилення відповідного випадкового доходу ‑ 32,87980 г.о. Детермінований еквівалент випадкового загального доходу, обчислений згідно індивідуальних переважань інвестора, дорівнює 129,06643 г.о. Порівняння цього плану з недиверсифікованими інвестиційними портфелями 
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, а також з найменш ризиковим з множини усіх допустимих портфелів /портфелем 
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/ за показником детермінованого еквіваленту випадкового загального доходу, підкреслює переваги знайденого оптимального варіанту плану.
	Назва плану
	Розмір вкладень
	Очікуваний
дохід
	Стандартне
відхилення
	Детермінований
еквівалент

	
	І напрям
	П напрям
	
	
	

	Оптимальний
	55,06332
	44,93668
	145,50633
	32,87980
	129,06643

	З мінім. ризиком
	39,02439
	60,97561
	143,90244
	31,23475
	128,28506

	1-й недиверсифік.
	100
	0
	150
	50
	125

	2-й недиверсифік.
	0
	100
	140
	40
	120


Приклад закінчено.
Іншими сферами можливого використання запропонованого аналітичного методу, крім сфери інвестиційного планування, є управління валютним резервом, управління кредитним портфелем, задачі формування оптимального портфеля страхових полісів тощо. 
Висновки. Запропоновано метод і алгоритм аналітичного розв’язування задачі оптимізації інвестиційного портфеля. Доведено, що у випадку несхильності інвестора до ризику – це найпоширеніша та, одночасно, математично найскладніша ситуація – оптимальний інвестиційний портфель можна знайти за формулами: 
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Алгоритм проілюстровано прикладом, окреслено межі використання методу та зазначено інші можливі сфери його застосування для розв’язування різноманітних задач фінансового менеджменту.
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